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Abstract

Thin elastic surfaces containing molecules influencing the mechanical properties of
the surface itself are widespread structures of different scales in biological systems.
Prominent examples are bilayer membranes and cell tissues.
In this work, a continuous dynamical model of deforming lateral inhomogeneous
surfaces is presented, using the example of biological membranes. In agreement
with experimental observations the membrane consists of different molecule species
undergoing lateral phase separation and influencing the mechanical properties of
the membrane. The presented model is based on the minimization of a free energy
leading to a coupled nonlinear partial differential equation (PDE) system of fourth
order, related to the Willmore flow and the Cahn-Hilliard equation.

Kurzfassung

Dünne, elastische Oberflächen, die Moleküle enthalten, die wiederum die mechani-
schen Eigenschaften der Oberflächen selbst beeinflussen, sind weit verbreitete Struk-
turen verschiedener Skalen in biologischen Systemen. Bekannte Beispiele sind bio-
logische Membranen und Zellgewebe.
Im Rahmen dieser Arbeit wird ein kontinuierliches, dynamisches Modell deformie-
render lateral inhomogener Oberflächen am Beispiel von Biomembranen präsentiert.
In Übereinstimmung mit experimentellen Beobachtungen setzt sich die modellierte
Membran aus verschiedenen Molekül-Typen zusammen, die lateral in Phasen se-
parieren und die die mechanischen Eigenschaften der Membran beeinflussen. Das
präsentierte Modell basiert auf der Minimierung einer Freien Energie und führt zu
einem System partieller Differentialgleichungen (PDE) vierter Ordnung, verwandt
mit dem Willmore-Fluss und der Cahn-Hilliard-Gleichung.
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Kapitel 1

Einleitung

Elastische Oberflächen mit einer großen lateralen Ausdehnung aber einer vergleich-
bar geringen Dicke stellen einen der basalen Bausteine biologischer Systeme dar.
Innerhalb eines Lebewesens werden durch diese Oberflächen Strukturen unterschied-
licher Größenordnungen ausgebildet, die auf bestimmte chemische oder mechanische
Prozesse spezialisiert sind.
Ein Beispiel solcher Oberflächen auf kleinen Skalen sind Biomembranen, die die me-
chanische Grenze von Zellen und subzellulären Strukturen definieren. Diese Struk-
turen haben üblicherweise eine Größe von bis zu wenigen Mikrometern (µm), wobei
die Dicke der Membran selbst nur wenige Nanometer (nm) beträgt. Biologische
Membranen bilden eine große Vielzahl unterschiedlicher Strukturen aus und erfül-
len vielfältige zelluläre Funktionen (für einen Überblick siehe z.B. [43, 73, 100]).
Ein Beispiel für elastische Oberflächen auf größeren Skalen sind Gewebe, die aus
dünnen Zellschichten bestehen. Diese Zellgewebe zeigen, z.B. in frühen Stadien
menschlicher Embryonen, eine laterale Ausdehnung von über 100 Mikrometern im
Vergleich zu einer Dicke von nur wenigen Mikrometern.
Sowohl in Biomembranen als auch in Zellgeweben wurde in unterschiedlichen Studi-
en gezeigt, dass verschiedene (u.U. lateral inhomogen verteilte) Moleküle in diesen
Oberflächen die mechanischen Eigenschaften der Oberflächen selbst beeinflussen
können [10, 78, 88]. Diese lateralen Inhomogenitäten scheinen insbesondere wichtig
für die Entstehung und Aufrechterhaltung dieser Strukturen zu sein: In Biomembra-
nen wurde nachgewiesen, dass eine laterale Phasenseparation von Lipid-Molekülen
zu der Bildung von grundlegenden Membranstrukturen führen kann [10] (vgl. Abb.
1.1). Zudem wird angenommen, dass die laterale Organisation von unterschiedli-
chen Komponenten in Biomembranen eine notwendige Bedingung für die Biogenese
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Abbildung 1.1: Zwei-Photonen-mikroskopische Aufnahme von lateral inhomogenen

Membranen (mit freundlicher Genehmigung von Macmillan Publishers Std: Nature [10],

c© 2003). Maßstabsbalken entsprechen 5 µm.

und für die Aufrechterhaltung von zellulären Membransystemen ist [78]. Die laterale
Organisation von Membrankomponenten ist daher kritisch für die Funktion jeder
biologischen Zelle.
Des Weiteren wurde in Studien an Zellgeweben in der Vergangenheit gezeigt, dass
laterale Verteilungsmuster bestimmter Moleküle (bezeichnet als ’Morphogene’) die
Gewebemorphogenese in Embryonen steuern und dass das Zusammenspiel zwischen
Morphogenen und Zellmechanik eine notwendige Bedingung für eine gesunde Em-
bryonalentwicklung ist [88].
Die vorliegende Arbeit beschränkt sich im Folgenden auf die Modellierung von
Biomembranen. Da eine Reihe von experimentellen Membran-Modellsystemen gut
etabliert ist (vgl. Kapitel 2.3), ist eine Verifizierung des präsentierten Modells mit
Hilfe von experimentellen Daten prinzipiell möglich.
Das präsentierte Modell zeichnet sich gegenüber bisherigen theoretischen Membran-
Modellen (siehe z.B. [67, 4, 24, 54, 106, 117, 70, 109]) u.a. dadurch aus, dass eine
parametrische Darstellung der Membran numerische Simulationen mit geringen Re-
chenzeiten erlaubt, gleichzeitig aber keine Einschränkungen an die Geometrie der
Membran oder an die laterale Verteilung unterschiedlicher Membrankomponenten
gestellt werden müssen. Auf diese Weise bietet dieses Modell die Möglichkeit, das
komplexe dynamische Zusammenspiel von Membran-Deformationen mit lateralen
Verteilungsmustern zu studieren.
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Gegenüber experimentellen Membran-Modellsystemen bietet das präsentierte ma-
thematische Modell die Möglichkeit, Membranprozesse zu studieren, die z.B. auf-
grund kleiner Skalen experimentell nur schwer zugänglich sind. Dies kann neben
der Grundlagenforschung auch dazu dienen, konkrete medizinisch relevante Frage-
stellungen zu untersuchen. Ein Beispiel hierfür wäre die Frage, welches die kriti-
schen mechanischen Eigenschaften von Virus-Proteinen für die Ausbildung Virus-
induzierter Membrandeformationen sind [110].
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Kapitel 2

Biomembranen

2.1 Aufbau und Funktion

Biologische Membranen definieren sowohl die Grenze von verschiedenen inneren
Strukturen einer Zelle (sog. Organellen) als auch die äußere Grenze der Zelle selbst.
Auf diese Weise sorgen Membranen unter anderem dafür, dass ein ortsspezifisches
chemisches Milieu aufrechterhalten werden kann. Auf diesem Wege kann die Viel-
falt der komplexen Reaktionen unter unterschiedlichen Bedingungen innerhalb einer
Zelle bzw. eines Organismus überhaupt erst realisiert werden.
Biomembranen sind jedoch nicht nur passive Trennschichten, sondern tatsächlich
hochdynamische Systeme, die eine wichtige Rolle in diversen Prozessen, wie z.B.
dem gezielten Transport und der Weiterleitung von Molekülen und Informationen,
spielen ([1, 23, 51]).
Der Grundbaustein einer Biomembran ist das Lipidmolekül oder kurz Lipid (vgl.
Abb. 2.1 C), im Allgemeinen handelt es sich dabei um das sog. Phospholipid. Dieses
besteht aus einer hydrophoben (’wasserliebenden’) Kopfgruppe und einer hydrophi-
len (’wasserabweisenden’) Schwanzgruppe. Solche Moleküle mit hydrophoben und
hydrophilen Bereichen werden als amphiphatisch bezeichnet. Die Polarität der Kopf-
gruppe resultiert aus der starken Elektronegativität des Phosphats, über welches
Kopf- und Schwanzgruppe miteinander verbunden sind. Die hydrophilen Bereiche
dieser Moleküle sind wasserlöslich und können elektrostatische Wechselwirkungen
mit den ebenfalls polaren Wassermolekülen eingehen. Die hydrophoben Bereiche
hingegen sind ungeladen und unpolar und können daher keine Bindungen mit den
Wassermolekülen eingehen.
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Abbildung 2.1: Struktur und Bestandteile einer Biomembran: (A) typische

Doppelschicht-Struktur; (B) verschiedene Membranmoleküle; (C) vereinfachte Darstellung

eines Lipids.

Gibt man amphiphatische Moleküle in Wasser, so richten sich die Moleküle aus ener-
getischen und entropischen Gründen in zwei Schichten so aus, dass die hydrophoben
Bereiche zueinander zeigen und die hydrophilen Köpfe dem Wasser zugewandt sind.
Auf diesem Wege wird die Kontaktfläche der hydrophoben Bereiche zum Wasser
minimiert und es bildet sich spontan eine Lipid-Doppelschicht (vgl. Abb. 2.1 A).
So kann eine Membran von starker lateraler Ausdehnung und einer Dicke von nur
wenigen Nanometern entstehen.
Ein weiterer häufiger Bestandteil von biologischen Membranen in vivo sind die sog.
Membranproteine. Diese bestehen aus zu dreidimensionalen Strukturen gefalteten
Aminosäureketten und übernehmen in oder an der Membran diverse Funktionen.
So können sie z.B. selektive Kanäle und Pumpen ausbilden, als Strukturbausteine
dienen und viele verschiedene katalytische Aktivitäten besitzen (für einen Überblick
siehe [86]). Membran-assoziierte Proteine können die Membran komplett durchspan-
nen, nur in einer Lipidschicht interkaliert sein oder der Membran anhaften [1].
Biomembranen zeigen sowohl Eigenschaften eines Festkörpers als auch die eines
Fluids: Einzelne Membranmoleküle können sich frei in der Ebene der Membran
bewegen und dabei unterschiedliche Dynamiken, wie z.B. Diffusion oder Phasense-
paration, zeigen. Daher verhalten sich Membranen (bei geeigneter Temperatur) la-
teral wie eine zweidimensionale Flüssigkeit, erstmals beschrieben im ’Fluid Mosaik-
Modell’ von Singer [102]. In lateraler Richtung ist die Membran kaum deformierbar:
Schon bei einer Dehnung von wenigen Prozent reißt sie [79]. Man spricht hier von ei-
ner in hohem Maße lateral inkompressiblen Membran. In Normalenrichtung jedoch
sind Membranen gegen Deformationen weniger resistent und zeigen dabei flexible
mechanische Eigenschaften, die ähnlich denen eines elastischen Festkörpers sind.
Diese Ambivalenz in den mechano-chemischen Eigenschaften macht Membranen zu
faszinierenden und vielseitigen Systemen und Studienobjekten.
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2.2 Membrankrümmung und laterale Organisation

Krümmt man eine Lipid-Doppelschicht, so verändern sich in den beiden Lipidschich-
ten die Abstände zwischen den verschiedenen Molekülen sowie die Beweglichkeit
und die Abstände zwischen den Atomen jedes einzelnen Moleküls. Dies kann zu ei-
nem thermodynamisch günstigeren oder ungünstigeren Zustand des Systems führen,
in erster Linie bedingt durch die Konformation und Interaktion der hydrophoben
Schwanzgruppen der Membranmoleküle ([105, 113] u.a.). Der Zustand des thermo-
dynamischen Systems (in diesem Falle die in Wasser eingebettete Biomembran) wird
im Allgemeinen über eine Freie Energie F beschrieben und quantifiziert. Diese Freie
Energie ist eine effektive Größe und beinhaltet sowohl energetische als auch entro-
pische Effekte. Im Folgenden bezieht sich der Ausdruck ’Energie’ bzw. ’energetisch’
auf diese Freie Energie.
Wird eine Membran gekrümmt, so ist dieser Zustand entweder energetisch günsti-
ger oder ungünstiger als der Vorherige. Wenn sich die zwei Schichten einer Lipid-
Doppelschicht gleichermaßen zusammensetzen, so ist (unter Vernachlässigung freier
Membranenden) für die Membran der energetisch günstigste der ungekrümmte, fla-
che Zustand. Nun gibt es verschiedene Faktoren, die bewirken können, dass eine
gekrümmte Membran gegenüber dem flachen Zustand energetisch günstiger ist. Zu
diesen Faktoren gehören z.B. unterschiedliche Lipidkompositionen und -mengen in
den beiden unterschiedlichen Monolayern, der Einfluss von Membranproteinen auf
die Krümmung, der mechanische Einfluss von Zytoskelett-Proteinen in Zusammen-
spiel mit Mikrotubuli-Motoraktivität, sowie das sog. ’Scaffolding’, ein Krümmen
von Außen durch periphere Membranproteine (für einen Überblick siehe [73]).
Diese Arbeit wird sich im Folgenden auf diejenigen Mechanismen beschränken, bei
denen lateral frei in der Membran bewegliche Komponenten Einfluss auf die Krüm-
mung der Membran haben, ohne dass diese dabei kovalente Bindungen untereinan-
der eingehen. Einen ausführlichen Einblick in die dabei zugrunde liegenden mole-
kularen Mechanismen der Krümmungserzeugung durch Lipide und Proteine finden
sich z.B. bei [27] und [121]. Ein Einblick in die Modellierung von Membranen unter
expliziter Berücksichtigung eines anhaftenden Zytoskeletts findet sich bei [46].
Dynamische Membranverformungen, wie sie in dieser Arbeit untersucht werden,
spielen eine wichtige Rolle in vielen zellulären Prozessen, wie Bewegung, Zellteilung
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und Vesikeltransport. So gewährleisten die Vesikelknospung und -fusion, d.h. der
Vesikeltransport, die Aufrechterhaltung der Kommunikation zwischen verschiede-
nen Membrankomponenten und spielen eine unerlässliche Rolle bei der Aufnahme
und Abgabe von Molekülen, wie z.B. Nährstoffen, Signalmolekülen, aber auch bei
der Aufnahme und Vermehrung von Viruspartikeln [78, 52, 110].
Ein wichtiger Prozess, der der dynamischen Knospung und Vesikelbildung zugrun-
de liegt, ist die laterale Phasenseparation von verschiedenen Membrankomponenten,
wie Lipiden oder Proteinen. Obwohl es diesbezüglich schon verschiedene experimen-
telle ([63, 10, 77] u.a. ) und theoretische ([106, 76, 114] u.a. ) Studien gibt, ist dieser
Prozess aufgrund der Vielfalt der zugrunde liegenden molekularen Mechanismen
noch wenig verstanden, und die theoretischen Modelle beinhalten oft starke Simpli-
fikationen.

2.3 Membran-Modellsysteme

Bei biologische Membranen in vivo handelt es sich um hochkomplexe Strukturen,
die aus vielen verschiedenen Lipiden und Proteinen zusammengesetzt sind [1, 42].
Diese Zusammensetzung variiert wiederum stark zwischen unterschiedlichen Mem-
brantypen innerhalb einer Zelle. Um die Grundprinzipien hinter verschiedenen Mem-
branprozessen zu verstehen, bedient man sich daher verschiedener Modellsysteme,
die man auf einige wenige Komponenten reduziert. Auf diesem Wege umgeht man
experimentelle Probleme, wie den hohen Komplexitätsgrad und die optischen Gren-
zen mikroskopischer Techniken. So bleiben typische Eigenschaften einer Membran
erhalten, und die Rolle einzelner Komponenten kann bemessen und deren Organi-
sation und Dynamik visualisiert werden.
In der Vergangenheit wurden viele verschiedene theoretische und experimentelle
Membran-Modellsysteme entwickelt, deren Geometrie, Größe und Zusammenset-
zung in definierter Art und Weise modifiziert werden kann. (Für einen Überblick
über Membran-Modellsysteme siehe [22]). Auf der theoretischen Seite wurden so-
wohl hoch auflösende atomistische als auch grobkörnige molekulardynamische An-
sätze verwendet, um verschiedene Größenordnungen der molekularen Skala von
Membranen zu untersuchen [96, 61, 91, 50, 114, 115]. Molekulardynamische Stu-
dien sind jedoch aufgrund des hohen Rechenaufwands auf relativ kleine örtliche
und zeitliche Skalen im Bereich von Nanometern und Nanosekunden beschränkt.
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Um größere Skalen untersuchen zu können und um Daten von experimentellen
Membran-Modellsystemen [10, 7, 9, 107] mit analytischen Studien vergleichen zu
können, wurden daher verschiedene kontinuierliche Modellierungsansätze entwickelt
[47, 67, 4, 24, 54, 106, 117, 70, 109], die hauptsächlich auf der Minimierung einer
Freien Membranenergie nach Helfrich [47] basieren.
Eine weitere Entwicklung dieser kontinuierlichen Membranmodelle und insbesonde-
re deren Verknüpfung zu molekulardynamischen und experimentellen Studien auf
unterschiedlichen Skalen birgt ein großes Potential, tiefere Einblicke in die Entste-
hung und Aufrechterhaltung der vielfältigen und komplexen Strukturen biologischer
Membranen zu erlangen.

Abbildung 2.2: Verschiedene Membran-Modellsysteme: (A) molekulardynamische Si-

mulation (mit freundlicher Genehmigung von [58]); (B) Simulation eines kontinuierlichen

Modells; (C) mikroskopische Aufnahme eines experimentellen Modells (mit freundlicher

Genehmigung von Macmillan Publishers Std: Nature [10], c© 2003).
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Kapitel 3

Differentialgeometrie auf

Mannigfaltigkeiten

Um das Verständnis der Herleitung des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Mo-
dells zu erleichtern (vgl. Kapitel 4-5), werden in diesem Kapitel die dafür verwen-
deten Definitionen, Resultate und Zusammenhänge der Differentialgeometrie auf-
geführt und erläutert. Das Modell basiert auf der mathematischen Darstellung ei-
ner Biomembran in der Sprache der (klassischen) Differentialgeometrie. Für einen
tieferen Einblick in die Differentialgeometrie auf Mannigfaltigkeiten bezüglich der
Darstellung von Membranen sei auf [30] verwiesen.
Des Weiteren wird die Idee von [39] zur Beschreibung der Dynamik einer lateral in-
kompressiblen Membran aufgegriffen. Die Membran wird über eine d-dimensionale
Mannigfaltigkeit Γ, eingebettet in einen (d+ 1)-dimensionalen Euklidischen Raum,
durch eine parametrische Repräsentation beschrieben. D.h. zu jedem Punkt ~X ∈ Γ

existiert eine offene Menge V ∈ Rd+1, die ~X enthält, eine offene Menge U ∈ Rd

sowie eine Karte ~X ∈ C2(U,Rd+1), so dass V
⋂

Γ = ~X(U) und Rang D ~X(~u) = d

für alle ~u ∈ U . Eine Basis des Tangentialraums an Γ ist dann durch die Vektoren
∂1
~X, ..., ∂d ~X gegeben.

Um eine einfache Beschreibung der Dynamik zu gewährleisten, wird für t ∈ [0, T [

die Menge Γ(t) betrachtet. Der Positionsvektor eines materiellen Punktes ~u ∈ U

zum Zeitpunkt t wird über die Eulerkoordinate ~X = ~X(~u, t) beschrieben. In diesem
Fall ist ~X(~u, t) also die Trajektorie eines materiellen Punktes mit Lagrangekoor-
dinate ~u. Es gilt dann: ∂t ~X ist das Geschwindigkeitsfeld der Membran. Unter der
Zerlegung ∂t ~X = A⊥~n +

∑
k A

k∂k ~X (wobei ~n die Einheitsnormale ist) ist die De-
formation der Membran durch den Anteil A⊥ normal zur Oberfläche gegeben, der
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tangentiale Anteil Ak beschreibt den lateralen Fluss des Materials. Im Falle einer
lateral homogenen Membran kann der tangentiale Anteil Ak vernachlässigt werden
[8, 94, 46] oder reduziert sich bei einer lokal inkompressiblen Membran auf einen
Lagrange-Term [39]. In der vorliegenden Arbeit muss Ak jedoch berücksichtigt wer-
den, da laterale Inhomogenitäten laterale Membran-Flüsse erzeugen können.

Definition 3.1 Erster fundamentaler Tensor

Der erste fundamentale Tensor (oder erste kovariante Tensor oder auch metrische
Tensor) sei auf Γ wie folgt definiert [30]:

gij(~u) = ∂i ~X(~u) · ∂j ~X(~u), i, j = 1, ..., d.

Weiter seien g = det(gij) sowie gij die Komponenten der Inversen des ersten funda-
mentalen Tensors (auch genannt: erster kontravarianter Tensor). Es gilt: gij = gij

(Siehe auch Definition 3.4, ”Heben- und Senken” von Indizes).
Weiter gilt: gij = gji, d.h. der Tensor ist symmetrisch,
sowie [30]:

dµ =
√
g d2u,

wobei
∫
... dµ das Integral auf einer Mannigfaltigkeit ist.

Definition 3.2 Zweiter fundamentaler Tensor

Der zweite fundamentale Tensor (oder extrinsische Krümmungstensor) sei auf Γ wie
folgt definiert [30]:

bij(~u) = −∂i ~X(~u) · ∂j~n(~u), i, j = 1, ..., d.

Weiter seien b = det(bij) sowie bij die Komponenten der Inversen des zweiten fun-
damentalen Tensors. Es gilt: bij = bji, d.h. der Tensor ist symmetrisch.

Definition 3.3 Ko-, kontravariante Vektoren und gemischte Tensoren

Zu einer beliebigen (ggf. lokalen, nicht notwendigerweise orthogonalen) Basis {~e1, ..., ~ed}
eines d-Dimensionalen Euklidischen Raumes werden die Komponenten ai eines Vek-
tors ~a bezüglich dieser Basis als kontravariant bezeichnet, wenn gilt:

~a =
∑
i

ai~ei.
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Die Komponenten ai eines Vektors ~a werden bezüglich dieser Basis als kovariant
bezeichnet, wenn gilt:

ai = ~a · ~ei.

Im Falle einer orthogonalen Basis gilt ai = ai. Da jedoch hier keine Orthogonalität
vorausgesetzt wird, gilt im Allgemeinen ai 6= ai.

Konvention: Im Folgenden werden kontravariante Komponenten immer über einen
hoch gestellten Index sowie kovariante Komponenten immer über einen tief gestell-
ten Index gekennzeichnet.

Unter einer Koordinatentransfomation u′i → ui gilt dann folgendes Transforma-
tionsverhalten:

ai =
∑
j

a′j
∂ui

∂u′j
,

ai =
∑
j

a′j
∂u′j

∂ui
,

~ei =
∑
j

~e ′j
∂u′j

∂ui
.

Hinsichtlich eines detaillierten Einblicks in die Tensorrechnung sei auf [65] verwie-
sen.
Bezogen auf die Mannigfaltigkeit Γ, eingebettet in den d+ 1-Dimensionalen Eukli-
dischen Raum, lokal parametrisiert über die Menge U ⊂ Rd und die Karte ~X(~u),
handelt es sich bei den Vektoren ∂1

~X, ..., ∂d ~X der (lokalen) Basis des Tangenti-
alraums an Γ um Basisvektoren mit kovarianten Komponenten, da unter einem
Koordinatenwechsel u′i → ui gilt:

∂i ~X
′ =
∑
j

∂j ~X
∂uj

∂u′i
.

Im Falle eines tangentialen Vektors ~V =
∑

i V
i∂i ~X hingegen gilt, dass sich seine

Komponenten unter diesem Koordinatenwechsel kontravariant verhalten, d.h.:

V ′j =
∑
i

V i∂u
′j

∂ui
,

[30]. Es gilt also:
Vi = ~V · ∂i ~X.
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Eine Verallgemeinerung der ko- und kontravarianten Vektoren stellen die kovarian-
ten, kontravarianten und gemischten Tensoren dar. Ein gemischter Tensor des Typs(
M
N

)
ist ein Tensor mit M kontravarianten Indizes und N kovarianten Indizes, mit

Einträgen der Art T i1...1Mj1...jN
.

Definition 3.4 ”Heben und Senken” von Indizes

Ein gegebener kontravarianter Index eines Tensors kann mit Hilfe des ersten kova-
rianten Tensors zu einem kovarianten Index umgewandelt werden:∑

u

gjuT
ui = T i

j .

Ein gegebener kovarianter Index kann mit Hilfe des ersten kontravarianten Tensors
zu einem kontravarianten Index umgewandelt werden:∑

u

gjuTui = T j
i .

Anheben eines Index des ersten kovarianten Tensors selbst entspricht der Multipli-
kation mit seiner Inversen, dem ersten kontravarianten Tensor:∑

u

giuguj = gji = δji ,

wobei δji das Kroneckersymbol bezeichnet, also

δji =

1 falls i = j,

0 sonst.

Analog ist das ”Heben und Senken” von Indizes für normale und für kovariante
Ableitungen (Siehe Definition 3.7) definiert, es gilt:

∇k
[
T i
j

]
:=
∑
u

guk∇u

[
T i
j

]
sowie

∂k
[
T i
j

]
:=
∑
u

guk∂u
[
T i
j

]
.

Einen Überblick zum ”Heben und Senken” von Indizes bietet [57].
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Definition 3.5 Mittlere Krümmung und gaußsche Krümmung

Nun können die mittlere Krümmung H sowie die gaußsche Krümmung K wie folgt
definiert werden (vgl. z.B. [98]):

H = spur(b ji ),

sowie
K = det(b ji ).

Alternativ gibt es die Möglichkeit, beide Krümmungen über die Eigenwerte Ci des
Tensors (b ji )i,j zu definieren [34], nämlich:

H =
∑
i

Ci

sowie
K =

∏
i

Ci.

Definition 3.6 Christoffelsymbol

Es gilt:
Γijk =

1

2

∑
l

gil
(
∂k
[
gjl
]

+ ∂j
[
glk
]
− ∂l

[
gjk
])
,

sowie
Γkij = Γkji,

(siehe z.B. [30]).

Definition 3.7 Kovariante Ableitung

Die kovariante Ableitung in Richtung k der Komponenten eines Typ
(
P
Q

)
-Tensorfeldes

wird mit ∇k bezeichnet und ist wie folgt definiert:

∇k

[
T i1...iPj1...jQ

]
= ∂k

[
T i1...iPj1...jQ

]
+
∑
l

P∑
α=1

ΓiαklT
i1...iα−1liα+1....iP
j1.......................jQ

−
∑
l

Q∑
β=1

ΓlkjβT
i1.........................iP
j1...jβ−1ljβ+1.....jQ

.

Es gilt im Speziellen: Kovariante Ableitungen skalarer Funktionen entsprechen den
gewöhnlichen Ableitungen, d.h. für eine skalare Funktion f gilt:

∇k

[
f
]

= ∂k
[
f
]
.
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Für Vektoren mit kontravarianten Komponenten gilt im Speziellen:

∇k

[
T i
]

= ∂k
[
T i
]

+
∑
l

ΓiklT
l.

Für gemischte Matrizen gilt im Speziellen:

∇k

[
T i
j

]
= ∂k

[
T i
j

]
+
∑
l

ΓiklT
l
j −

∑
l

ΓlkjT
i
l .

Kovariante Ableitungen kommutieren im allgemeinen nicht, d.h.

∇k∇u 6= ∇u∇k.

Die kovarianten Ableitungen, angewandt auf den ersten kovarianten und kontrava-
rianten Tensor, verschwinden [30]:

∇k

[
gij
]

= 0 = ∇k

[
gij
]
.

Ansonsten teilen sie alle Eigenschaften der herkömmlichen Ableitungen. So gilt ins-
besondere die Produktregel:

∇k

[
T b1.....bMa1.....aL

Ud1.....dP
c1.....cN

]
= ∇k

[
T b1.....bMa1.....aL

]
Ud1.....dP
c1.....cN

+ T b1.....bMa1.....aL
∇k

[
Ud1.....dP
c1.....cN

]
.

Es folgt, dass kovariante Ableitungen und der erste fundamentale Tensor kommu-
tieren, also

∇k

[
gijT

b1.....bM
a1.....aL

]
= gij∇k

[
T b1.....bMa1.....aL

]
,

∇k

[
gijT b1.....bMa1.....aL

]
= gij∇k

[
T b1.....bMa1.....aL

]
.

Einen detaillierten Überblick über kovariante Ableitungen von Tensoren bieten [57]
und [30].

Theorem 3.8 Divergenztheorem

Sei Ω ⊂ Rd kompakt, mit glattem Rand Γ, der durch ein Einheitsnormalenfeld ~n
orientiert ist und gelte für das Vektorfeld ~F : ~F ·~n ist auf Γ integrierbar und ∇·

[
~F
]

auf Ω. Dann gilt: ∫
Ω

∇ ·
[
~F
]
dV =

∫
Γ

~F · ~n dµ.

Wenn f und g skalare Funktionen sind und Ω eine geschlossene Oberfläche ist, folgt
im Speziellen: ∫

Ω

f∂i[g] dV = −
∫

Ω

g∂i[f ] dV.
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Definition 3.9 Erster Oberflächengradient

Der erste Oberflächengradient ∇Γ für eine Funktion f , die auf einer Umgebung von
Γ definiert ist, sei wie folgt definiert (Siehe z.B. [116]):

∇Γ
[
f
]

=
∑
i,j

gij∂j
[
f
]
∂i ~X.

Es gilt also im Speziellen: ~n · ∇Γf = 0.
Weiter sei

∆Γ
[
f
]

=
1
√
g

∑
i,j

∂i

[√
ggij∂j[f ]

]
der Laplace-Beltrami-Operator. Nach [94] gilt:

H~n = −∆Γ
[
~X
]
.

Weiter gilt nach [106]:∑
k

∇k

[
∇k[f ]

]
=
∑
k

∇k

[
∂k[f ]

]
= ∆Γ

[
f
]
.

Theorem 3.10 Divergenztheoreme des ersten Oberflächengradienten

Sei Γ eine geschlossene Fläche und sei ~F auf einer Umgebung von Γ definiert. Dann
gilt [118]: ∫

Γ

∇Γ ·
[
~F
]
dµ = −

∫
Γ

H ~F · ~n dµ.

Für f und h skalare Funktionen, ~F := h∇Γ[f ] und mit der Produktregel der Diver-
genz folgt also:∫

Γ

∇Γ ·
[
h∇Γ[f ]

]
, dµ =

∫
Γ

(
∇Γ[h] · ∇Γ[f ] + h∆Γ[f ]

)
dµ = −

∫
Γ

Hh∇Γ[f ] · ~n dµ = 0,

da ∇Γ in der Tangentialebene liegt.
Also folgt: ∫

Γ

∇Γ[h] · ∇Γ[f ] dµ = −
∫

Γ

h∆Γ[f ] dµ.
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Definition 3.11 Zweiter Oberflächengradient

Sei der zweite Oberflächengradient ∇̂Γ für eine Funktion f , die auf einer Umgebung
von Γ definiert ist, wie folgt definiert (Siehe z.B. [116]):

∇̂Γ
[
f
]

=
∑
i,j

bijK∂j[f ]∂i ~X.

Im speziellen gilt also: ~n · ∇̂Γf = 0.
Weiter sei

∆̂Γ
[
f
]

=
1
√
g

∑
i,j

∂i

[√
gbijK∂j[f ]

]
der zweite Oberflächenlaplace.

Theorem 3.12 Partielle Integration und der Zweite Oberflächenlaplace

Seien f , g skalar und auf einer Umgebung von Γ definiert sowie Γ eine geschlossene
Fläche. Dann gilt nach [116]:∫

Γ

f∆̂Γ[g] dµ =

∫
Γ

∆̂Γ[f ]g dµ.
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Kapitel 4

Thermodynamische Größen und

Kräfte einer Membran

Sei X : U → Γ ⊂ R3, U ⊂ R2 eine globale Parametrisierung der durch Γ darge-
stellten Membran. Weiter gehen wir von einem Freien Energiefunktional F aus, das
in effektiver Form sowohl energetische als auch entropische Effekte des betrachte-
ten Systems berücksichtigt. Im Folgenden beziehen sich Ausdrücke wie ’energetisch’
und ’Energie’ auf diese Freie Energie.

4.1 Krümmungsabhängige Energie einer Membran

Die erstmalige Betrachtung einer Energie in Abhängigkeit von der Krümmung einer
Lipid-Doppelschicht wurde von Helfrich [47] eingeführt. Herleitung und verwendete
Annahmen werden im Folgenden rekapituliert und detailliert begründet.

Annahme 4.1 Die Membran kann durch eine 2-dimensionale Hyperfläche im R3

beschrieben werden.

Diese Annahme ist analog zur Annahme der asymptotischen Theorie elastischer
Platten. Einen guten Einblick in die nichtlineare Theorie elastischer Platten bie-
tet [64]. Voraussetzung für diese Betrachtung ist, dass die Dicke der Membran als
einheitlich angenommen werden kann, da diese Dicke (lokal) nicht explizit in das
Helfrich-Energiefunktional mit einfließt. Ob und unter welchen Umständen diese
Annahme richtig ist, ist aufgrund der Grenzen mikroskopischer Studien anhand
realer Membranen schwierig zu ermitteln. Basierend auf molekulardynamischen Si-
mulationen wurde jedoch gezeigt, dass Fluktuationen in der Dicke einer homogen
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zusammengesetzten Membran schon auf relativ kleinen Skalen vernachlässigt wer-
den können [66, 14], so dass Annahme 4.1 daher berechtigt scheint. Die alternative
Herleitung einer Energie für lateral inhomogen zusammengesetzte Membranen, in
der die (lokale) Dicke in Abhängigkeit zu einem Ordnungsparameter berücksichtigt
wird, wurde kürzlich vorgestellt [32].
Im Rahmen dieser Arbeit wird die Helfrich-Energie so modifiziert, dass eine inhomo-
gene Dicke in Abhängigkeit von einem Ordnungsparameter φ über eine inhomogene
Biegesteifigkeit κ(φ) wieder in das Energiefunktional integriert wird, da die Biege-
steifigkeit κ u.a. eine Funktion der Dicke der Membran ist [11].

Annahme 4.2 Die elastische Energie der Membran hängt (nur) von der Krüm-
mung der Membran ab.

Die Annahme der Abhängigkeit der Energie von der Krümmung resultiert direkt
aus bisherigen experimentellen Studien an Biomembranen und stellt die Basis und
Motivation für die Entwicklung einer krümmungsabhängigen Energie dar. Da sich
die Membran des Weiteren wie ein zweidimensionales (lokal inkompressibles) Fluid
verhält (vgl. [48]), kann z.B. eine Abhängigkeit der Energie von der Kompressibilität
vernachlässigt werden. Für mögliche Studien unter Berücksichtigung von kristallinen
Membranstrukturen sei vermerkt, dass die Eigenschaft der lateralen Fluidität die
Abhängigkeit der elastischen Energie von der gaußsche Krümmung vereinfacht, die
im Falle einer kristallinen Membran weitaus komplexer ausfällt [80].

Annahme 4.3 Die Abhängigkeit der Energie von der Krümmung einer Membran
ist isotrop.

Diese Annahme beruht auf der lateralen (isotropen) Fluidität der Membran, die im
Falle einer homogenen Membran eine Isotropie der mechanischen Eigenschaften mit
sich bringt. Im Falle einer inhomogenen Membran wird davon ausgegangen, dass
sich die Mechanik einer Membran zwischen einzelnen Membranmolekülen abspielt,
wohingegen Konzentrationsgradienten verschiedener Membrankomponenten erst auf
wesentlich größeren Skalen betrachtet werden können. Es wird also angenommen,
dass die Konzentrationsgradienten hinreichend flach sind. In diesem Fall kann die
Konzentration lokal als konstant angenommen werden und somit eine Skalensepara-
tion durchgeführt werden. Aus der Annahme der Isotropie können nun die folgenden
mathematischen Folgerungen zur Entwicklung der Energie F gezogen werden:
Es sei die Membran also über eine geeignete Funktion ~X : U → Γ,Γ ⊂ R3, U ⊂ R2
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beschrieben. (Für einen tieferen Einblick in die mathematische Darstellung der
Membran und in die Differentialgeometrie auf Mannigfaltigkeiten vgl. Kapitel 3).
Es sei weiter C = (cij)i,j=1,2 die Matrix, die in Abhängigkeit von der Darstellung
der Membran die Krümmung repräsentiert, im Folgenden als Krümmungstensor be-
zeichnet. (Im Falle der parametrischen Darstellung der Membran gilt insbesondere
cij = b ji , vgl. Definition 3.2; für einen Überblick über weitere mögliche Darstellungen
einer Membran als Mannigfaltigkeit siehe [31].) Aufgrund der Annahme der Isotro-
pie kann die Energie nur von den Parametern der Matrix abhängen, die invariant
gegenüber einer Koordinatentransformation sind. In Analogie zu den Betrachtungen
von [47] wird sich daher im Folgenden direkt auf die Invarianten des Krümmungs-
tensors C1 und C2 bezogen, die Eigenwerte von C. Diese Eigenwerte stellen die
Hauptkrümmungen dar, welche wiederum das Inverse der Haupt-Radii Ri sind, also
Ci = 1/Ri.

Annahme 4.4 Das tatsächliche, unbekannte Energiefunktional F̂ lässt sich hin-
reichend über ein Funktional F beschreiben, das eine maximal quadratische Ab-
hängigkeit von den Eigenwerten des Krümmungstensors zeigt.

F̂ wird also über das ”einfachste” Funktional approximiert, welches ein Minimum
aufweist - ein in der Physik gängiger Ansatz.

F̂ ≈ F =

∫
Γ

(
κ0 + κ1C1 + κ2C2 + κ11C

2
1 + κ12C1C2 + κ22C

2
2

)
dµ

mit κ11, κ22 6= 0. Unter Annahme der Isotropie folgt κ1 = κ2 sowie κ11 = κ22 und
somit

F =

∫
Γ

(
− κ2

1

4κ11

+ κ11

(
C1 + C2 +

κ1

2κ11

)2
+ (κ12 − 2κ11)C1C2

)
dµ. (4.1)

Das Funktional hängt also nur von der mittleren Krümmung H = C1 + C2 =

spur(C) und der gaußsche Krümmung K = C1C2 = det(C), den Invarianten des
Krümmungstensors, ab (vgl. Abb. 4.1). Das Funktional (4.1) entspricht somit bis
auf die Konstante − κ2

1

4κ11
dem Helfrich-Funktional

F =

∫
Γ

(
κ
(
H −H0

)2
+ κGK

)
dµ, (4.2)

mit Materialparametern κ = κ11, κG = κ12− 2κ11 und H0 = − κ1

2κ11
. Da wir im Rah-

men dieser Arbeit nur an den Minimum-Konfigurationen interessiert sind, kann die
Konstante − κ2

1

4κ11
im Folgenden vernachlässigt werden. Die Biegesteifigkeit κ reflek-

tiert den energetischen Aufwand, die mittlere Krümmung von ihrem bevorzugten
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Abbildung 4.1: Hauptkrümmungen C1 und C2, mittlere Krümmung H = C1 + C2 und

gaußsche Krümmung K = C1C2 für verschiedene Geometrien: (A) Sattel, (B) Tube, (C)

Kugel.

Wert, der spontanen Krümmung H0, fortzubewegen. Die gaußsche Biegesteifigkeit
κG reflektiert die energetischen Kosten für eine gaußsche Krümmung auf der Oberflä-
che. (Für einen Überblick siehe [11]). Eine spontane Krümmung H0 6= 0 kann dann
auftreten, wenn sich die beiden Lipid-Doppelschichten aus unterschiedlichen Kom-
ponenten oder aus einer unterschiedlichen Molekülanzahl zusammensetzen oder mit
der Membran assoziierte Proteine Einfluss auf die Krümmung nehmen. Auf welche
Art und Weisen Proteine die Membrankrümmung beeinflussen können, fasst [121]
zusammen. Die Einführung von konstanten Materialparametern (auch als “mechani-
sche Moduli” bezeichnet) κ, κG und H0 erfordert eine effektive Oberflächenhomoge-
nität. Eine entsprechende Ausdehnung des Energiefunktionals auf den allgemeineren
Fall einer lateral inhomogen zusammengesetzten Membran findet im Rahmen dieser
Arbeit statt. Im Folgenden wird die allgemein gebräuchliche Formulierung (4.2) zur
Darstellung der Krümmungsenergie verwendet.
Im Falle der parametrischen Darstellung der Membran (siehe auch Kapitel 3) wer-
den (wie bereits erwähnt) die mittlere und die gaußsche Krümmung über den Krüm-
mungstensor (b ji )i,j beschrieben (siehe Definition 3.5), nämlich

H = spur(b ji ),

sowie

K = det(b ji ).

Seit der phänomenologischen Herleitung der Krümmungsenergie von Helfrich hat es
verschiedene theoretische Ansätze gegeben, die Helfrich Energie zu verifizieren bzw.
zu modifizieren. So gab es verschiedene Modifikationen, die weitere physikalische
Betrachtungen mit einbeziehen, wie z.B. die balkentheoretischen Betrachtungen von
flüssigen Oberflächen [55] oder Beiträge aus der Cosserat-Theorie [104]. Eine weitere
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wichtige Modifikation ist das so genannte ’Area-difference-elasticity’-Modell. Hier
wird eine mögliche globale Differenz ∆A in der Fläche der beiden Monolayer in die
klassische Helfrich-Energie integriert, so dass eine Gesamtenergie der Art∫ (κ

2
(H −H0)2 + κGK

)
dµ+

κD
2

π

Ad2
bl

(∆A−∆A0)2

resultiert. Hierbei repräsentiert ∆A0 die Flächendifferenz zwischen den beiden Mo-
nolayern im entspannten Zustand der Membran. Des Weiteren ist A =

∫
dµ die

Gesamtfläche der Membran, dbl repräsentiert die Dicke der Membran und κD ist ein
nicht-lokaler Elastizitätsparameter (für einen Überblick siehe [11]). Einen tieferen
Einblick in den Beitrag des Area-difference-Terms zur Gesamtenergie im Vergleich
zur Helfrich-Energie und in die alternative Formulierung der Area-Difference als
Lagrange Multiplikator (κD →∞) geben [75] und [97].
Neben den o.g. Modifikationen der klassischen Helfrich-Energie galt besonderes In-
teresse dem direkten Herleiten dieser Energie aus Approximationen auf molekula-
rem Level. Auf diesem Wege können die elastischen Parameter der Helfrich-Energie
direkt aus den molekularen Eigenschaften der Membrankomponenten bestimmt wer-
den. Ein üblicher Ansatz für solche Betrachtungen besteht in der Annahme, dass
Differenzen in der Energie eines Membran Aggregats zum Großteil von der konfigu-
rationalen Entropie der flexiblen hydrophoben Kohlenwasserstoff (KW)-Kette der
Lipidmoleküle herrührt, die in den Kopfgruppen der Moleküle verankert ist [105].
Bezüglich der hydrophilen Kopfgruppen wird bei fixer Temperatur eine feste Dich-
te über der geometrischen Oberfläche der Membran angenommen. Dies deckt sich
mit neueren theoretischen Betrachtungen der Kräfteinteraktionen zwischen Mem-
branmolekülen von Würger [113]. Erste experimentelle Hinweise auf die Richtigkeit
dieser Annahmen gab die Beobachtung, dass Änderungen in den elektrostatischen
Wechselwirkungen zwischen den Köpfen keinen Einfluss auf die gemessenen Krüm-
munsparameter hatten [95], im Gegensatz zur Länge der KW-Kette [33]. Kürz-
lich konnte Würgers Modell durch Röntgenstreuung weitestgehend bestätigt werden
[59].
Diese intrinsischen Freiheitsgrade, bedingt durch die flexiblen Kohlen-Wasserstoff-
ketten, beschränkt den Großteil der bisherigen Studien auf unabhängige Approxi-
mationen für diese Ketten. Die Ermittlung der Elastizitätskoeffizienten wird in den
meisten Fällen durch numerische Methoden über eine Minimierung der Gesamt-
energie erreicht (so z.B. [85, 21, 105, 62]). Diese ist sehr aufwendig und ist i.A. auf
die Betrachtung bestimmter Membran-Geometrien eingeschränkt.
Es gibt verschiedene Ansätze, um ausgehend von einer vereinfachten effektiven In-
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teraktion zwischen den Molekülen auszugehen, um auf einfachere Art den Skalen-
übergang von den Interaktionen zwischen einzelnen Molekülen zu makroskopischen
Beschreibungen zu erreichen. Die einfachsten mikroskopischen Theorien, die bis-
her auf viele verschiedene Arten von Molekülaggregaten angewandt wurden, sind
die sog. Gitter-Modelle. Eine Einführung hierfür geben [40, 2, 3, 13]. Hier sind
die Voraussetzungen in allen Fällen eine symmetrische und periodische Geome-
trie des betrachteten Ausgangsnetzwerkes, in der sich die Topologie nicht verän-
dert. Betrachtet werden zunächst diskrete Energien, die auf Funktionalen der Art
u : εZN → Rd, α 7→ u(α) definiert sind, der Form:

Fε(u) =
∑

α,β∈εZN ,[α,β]⊂Ω

gε
(
α, β, u(α)− u(β)

)
,

wobei Ω∩ εZN das betrachtete Netzwerk der Gitterweite ε beschreibt. Über Homo-
genisierung (Γ-Konvergenz) wird die energetische Beschreibung des asymptotischen
Verhaltens dieses Systems mit wechselwirkenden diskreten Massepunkten herge-
leitet (Gitterweite ε → 0), um so Parameter für ein kontinuierliches System zu
erhalten. Es resultiert ein Funktional der Art∫

Ω

f(x,∇[u]) dx.

Der anschließende Übergang von dünnen 3-D-Filmen mit endlicher Dicke zu belie-
big dünnen Filmen findet wieder über plattentheoretische Methoden statt.
Die vorgestellten Methoden beziehen sich in allen Fällen auf statische Netzwerke
mit konstanten Nachbarschaftsbeziehungen, was im Falle einer flüssigen Membran
nicht zwangsläufig gegeben sein muss. Bezogen auf Membranmoleküle wurden Git-
termodelle bisher nur auf Phasenseparations-Betrachtungen bezüglich Mischungen
von Amphiphilen Molekülen angewendet (z.B. [45, 72]), ohne Membrankrümmungen
zu berücksichtigen. Auch wenn diese Studien sinnvolle Phasendiagramme als Funk-
tionen des Modell-Interaktionspotentials liefern, sind diese Betrachtungen, bezogen
auf die mögliche Typen von Aggregaten, starken Einschränkungen unterworfen. Im
Speziellen ist die hinterlegte Gitterstruktur ein ernstes Hindernis in der Studie von
Membrankrümmungen [21] und eignet sich daher nicht für die Verifizierung der
Helfrich Energie.
Eine weitere Möglichkeit, das Helfrich-Funktional aus einem molekularen Modell
abzuleiten, sind die Methoden der Molekularfeldtheorie sowie die der Dichtefunk-
tionaltheorie. Hier werden die Lipide durch eine Dichtequantität und einen Vektor
repräsentiert. Letzterer kann als ein Ordnungsparameter, bezogen auf die Ausrich-
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tung der Moleküle, interpretiert werden. Auf diesem Wege wurde eine Krümmungs-
energie für Grenzflächen eines simplen Fluides hergeleitet, welches von der Form her
der Helfrich Energie entspricht [93]. Szleifer [105] beschränkte sich in seinen Stu-
dien auf die Ermittlung der Helfrich-Parameter aus dem molekularen Level, ohne
jedoch ein Energiefunktional herzuleiten, da die Einbeziehung der flexiblen Kohlen-
wasserstoffketten auch numerische Anteile erforderte. Chacon und Somoza [21, 103]
führten ebenfalls Betrachtungen für Lipid-Doppelschichten durch, wobei hier die
Dichtefunktional-Beschreibungen auf sehr starken Vereinfachungen der Interaktio-
nen zwischen den Molekülen beruhen und sich die Studien auf bestimmte Geome-
trien beschränken. Die hier ermittelten elastischen Parameter der freien Membranen
sind in hohem Maße vergleichbar mit den bisherigen experimentellen Ergebnissen
und theoretischen Betrachtungen. Abweichungen von der Helfrich-Energie finden
sich nur bei der Betrachtung von im Verhältnis zur Membrandicke sehr kleinen
sphärischen Vesikeln mit Radius R, wobei eine Abweichung der Größenordnung
R−2 zu beobachten ist.
Eine rein analytische Herleitung des (zweidimensionalen) Helfrich-Funktionals, ba-
sierend auf der Dichtefunktionaltheorie, wurde kürzlich von Röger und Peletier ver-
öffentlicht [92]: Auf der Grundlage eines sehr einfachen Modells von Lipid- und
Wassermolekülen wurden hier Energiefunktionale der Art

Fε :=

ε
∫
|∇u|+ 1

ε
d1(u, v) für (u, v) ∈ Kε,

∞ sonst

hergeleitet. Kε ist eine ε-Umgebung der beiden Dichtefunktionen u (repräsentiert
die Schwanzgruppe oder KW-Kette) und v (repräsentiert die Kopfgruppe), wobei M
die Masse der Molekülteile ist. Der Monge-Kantorovitch-Abstand d1(u, v) zwischen
u und v repräsentiert die kovalente Bindung zwischen Kopf und KW-Kette der
Lipidmoleküle und leitet sich aus dem Problem des optimalen Massentransportes
her [92]. Der Term ε

∫
|∇u| repräsentiert die Energie, die aus den Interaktionen

zwischen verschiedenen Molekülen resultiert. Röger und Peletier zeigen, dass bei
einer Betrachtung der reskalierten Energie

Gε =
Fε − 2M

ε2

unter der Voraussetzung einer einheitlichen Dicke der Membran das Γ-Limit von Fε
durch die klassische zweidimensionale Helfrich-Energie, das ’Elastica Funktional’,
gegeben ist.
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Auch wenn eine Verallgemeinerung des letztgenannten Ansatzes auf drei Dimensio-
nen wünschenswert wäre, ist dies mit aktuellen Methoden der Mathematik nicht
oder nur sehr schwer denkbar (pers. Kommunikation M. Peletier, 2009). Weiterhin
scheint dies im Hinblick auf eine experimentelle Verifikation von möglichen Ter-
men höherer Ordnung fragwürdig (pers. Kommunikation M. Weiss, 2008), zumal
das bestehende Helfrich-Funktional für moderate Krümmungen sowohl experimen-
tell (siehe z.B. [82]) als auch durch molekulardynamische Simulationen bestätigt
werden konnte [84, 66, 14, 15, 18]. Im Allgemeinen werden molekulardynamische
Simulationen sogar dazu verwendet, Parameter für das kontinuierliche Modell zu
gewinnen (z.B. [83]), da auf größeren Skalen durch den enormen Rechenaufwand
nicht mehr mit Hilfe molekularer Modelle simuliert werden kann.
Abweichungen von der Helfrich-Energie in den Moden molekulardynamischer Si-
mulationen fanden sich nur bei sehr starken Krümmungen, nämlich bei denen, die
vom Betrag den der Membrandicke übersteigen (siehe z.B. [66, 14]). Diese Abwei-
chungen sind vermutlich darauf zurückzuführen, dass bei sehr starken Krümmungen
(also auf sehr kleinen Skalen) die Reduktion der Membran um eine Dimension nicht
mehr zulässig ist. Dies liegt darin begründet, dass sich die Bewegungen der einzelnen
Lipidschichten auf kleinen Skalen überwiegend unabhängig voneinander verhalten
können [69], und diese Dicke-Fluktuationen (’Protrusions’) auf diesen Skalen nicht
vernachlässigt werden können [14]. Eine weitere Möglichkeit ist, dass bei sehr star-
ken Krümmungen die Membran lokal gedehnt wird [84] und somit die Annahme
des lokalen Flächenerhalts nicht mehr zulässig ist. Allerdings ist in diesen Situatio-
nen auch zu erwarten, dass mögliche analytisch hergeleitete Alternativmodelle zum
Helfrich-Funktional ihre Gültigkeit verlieren.
Die o.g. Abweichungen vom Helfrich-Funktional sind für diese Arbeit jedoch nicht
von Bedeutung, da keine derartig starken Krümmungen erwartet werden. In Simu-
lationen, in denen diese eine Rolle spielen (z.B. bei der Fission von Vesikeln), wäre
es jedoch notwendig, sich ggf. mit einer Modifikation des Funktionals, basierend auf
den zusätzlich beobachteten Moden, zu beschäftigen. Die Herleitung einer entspre-
chend modifizierten Krümmungsenergie, die auf der Mechanik zweier gekoppelter
Monolayer basiert, wurde kürzlich veröffentlicht [14] und entspricht bei moderaten
Krümmungen der herkömmlichen Helfrich Energie.
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Da sämtliche für die Entwicklung der Helfrich Energie verwendeten Annahmen im
Rahmen dieser Arbeit plausibilisiert werden konnten und zudem bisherige theore-
tische und experimentelle Studien die Helfrich Energie weitgehend bestätigen, wird
diese Energie im weiteren Verlauf dieser Arbeit für die mathematische Modellierung
von Biomembranen verwendet.

4.2 Laterale Energie einer Membran

Wie im vorhergehenden Abschnitt beschrieben, ist die traditionelle Betrachtung in
der mathematischen Beschreibung einer Lipid-Doppelschicht die eines zweidimen-
sionalen, homogen zusammengesetzten Fluids. Tatsächlich verhält es sich jedoch so,
dass eine biologische Membran in vivo eine in hohem Maße lateral dynamische und
heterogene Struktur darstellt, die sich u.a. aus vielen verschiedenen Lipid- und Pro-
teinspezies zusammensetzt (für einen Überblick siehe [48, 1]). In den letzten Jahren
zeigte sich zunehmend, dass ein zugrunde liegender Mechanismus vieler wichtiger
Zellprozesse die Dekomposition von Membrankomponenten ist: Sowohl für Lipide
[10] als auch für Proteine [12] wurde eine laterale Phasenseparation gezeigt, d.h.
das Ausbilden von Domänen, die hohe Konzentrationen bestimmter Molekülspezies
enthalten (für Reviews siehe [17, 101, 68]).
Die erste Herleitung einer allgemeinen Formulierung für die Energie eines in Pha-
sen separierenden Zwei-Komponenten Gemischs wurde von Cahn und Hilliard [19]
vorgestellt. Im Folgenden wird die Herleitung dieser Energie sowie die dafür ver-
wendeten Annahmen rekapituliert und plausibilisiert.

Annahme 4.5 Die lokale Energie f pro Molekül in einer Region uneinheitlicher
Komposition hängt sowohl von der lokalen Konzentration c als auch von der un-
mittelbaren Umgebung des Moleküls, also von den Ableitungen der Konzentration
∇[c],∇2[c], ... ab.

Diese Annahme ist (ähnlich wie Annahme 4.2 für die Helfrich-Energie) eine Basisan-
nahme und resultiert direkt aus experimentellen Beobachtungen an Biomembranen.

Annahme 4.6 Der Konzentrationsgradient ist klein, verglichen mit dem Rezi-
proken des intermolekularen Abstandes.

Da die Approximation von diskreten zwei-Komponenten-Systemen über kontinuier-
lichen Konzentrationsfunktionen nur auf größeren Skalen legitim ist, werden die im
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Rahmen dieser Studie betrachteten Systeme auf diejenigen eingeschränkt, die An-
nahme 4.6 erfüllen. Es folgt, dass die Konzentration c und die Gradienten ∇,∇2, ...

als unabhängige Variablen des Energiefunktionals betrachtet werden können.

Annahme 4.7 Die tatsächliche, unbekannte Energiefunktion f̂ ist stetig in den
Variablen c, ∇[c], ∇2[c], .... Sie lässt sich daher über eine Taylorreihe f in den
Variablen c,∇[c],∇2[c], ... im Entwicklungspunkt (c, 0, 0, ...) approximieren.

Mit der Taylorentwicklung f im Entwicklungspunkt (c, 0, 0, ...) =: c0 (wobei f(c0) =:

f0(c) die Energie pro Molekül einer homogenen Lösung der Konzentration c ist) folgt
unter Berücksichtigung von Ableitungen maximal zweiter Ordnung:

f̂ ≈ f0(c) +
∑
i

κi∂i[c] +
∑
i,j

κ
(1)
ij ∂i∂j[c] +

1

2

∑
i,j

κ
(2)
ij

(
∂i[c]∂j[c]

)
, (4.3)

wobei

κi =
∂f(c0)

∂
[
∂i[c]

] ,
κ

(1)
ij =

∂f(c0)

∂
[
∂i∂j[c]

] ,
κ

(2)
ij =

∂2f(c0)

∂
[
∂i[c]

]
∂
[
∂j[c]

] .
Annahme 4.8 Die Abhängigkeit der Energie von der Konzentration c und den
Ableitungen der Konzentration ist isotrop.

Diese Annahme ist aufgrund der lateralen Fluidität der Membran plausibel, im
Gegensatz zu der Betrachtung polarer Kristallstrukturen [19]. Es folgt, dass die
Energie invariant gegenüber Koordinatentransformationen wie Rotation (xi → xj)

und Spiegelung (xi → −xi) sein muss. Daraus folgt:

κi = 0,

κ
(1)
ij =

∂f(c0)

∂
[
∇2[c]

] =: α1 für i = j,

κ
(1)
ij = 0 für i 6= j,

κ
(2)
ij =

∂2f(c0)(
∂
[
|∇[c]|

])2 =: α2 für i = j,

κ
(2)
ij = 0 für i 6= j,
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so dass sich Gleichung (4.3) reduziert zu:

f̂ ≈ f0(c) + α1∇2[c] + α2

(
∇[c]

)2
.

Indem nun über die Oberfläche Γ des Zwei-Komponenten Gemisches integriert wird,
erhalten wir die Energie F für diese Fläche:

F = NΓ

∫
Γ

f dµ = NΓ

∫
Γ

{
f0(c) + α1∇2[c] + α2

(
∇[c]

)2
}
dµ, (4.4)

wobei NΓ die Anzahl der Moleküle pro Flächeneinheit ist. Unter Verwendung des
Divergenztheorems (vgl. Theorem 3.8) und der Annahme, dass das Randintegral
verschwindet, folgt: ∫

Γ

α1∇2[c] dµ = −
∫

Γ

dα1

dc

(
∇[c]

)2
dµ,

so dass sich Gleichung (4.4) zu der allgemeinsten und bekanntesten Form der Energie
von Phasenseparations-Prozessen vereinfachen lässt, nämlich:

F = NΓ

∫
Γ

{
f0(c) + α

(
∇[c]

)2
}
dµ.

Wenn cA und cB die Konzentrationen zweier Membranspezies A und B sind, muss
unter der Annahme einer festen Dichte überall cA+cB = 1 gelten. In diesem Fall wird
der Ordnungsparameter φ über φ = cA − cB definiert. Dann bedeutet φ ∼ 1 (φ ∼
−1), dass Spezies A (Spezies B) lokal dominant ist. Bezogen auf eine Hyperfläche
Γ ⊂ R3 und den diesbezüglichen Differential- und Integraloperatoren (vgl. Kapitel
3) sowie mit den Definitionen α =: ξ2

2
und f := f0 folgt dann die im Folgenden

verwendete sog. Cahn-Hilliard-Energie der Form:

F =

∫
Γ

{(ξ2

2
∇Γ[φ]2 + f(φ)

)}
dµ. (4.5)

Für die Funktion f(φ) wird i.A. eine ”Double-Well-Potentialfunktion” mit Minima
in φ = 1 und φ = −1 angenommen, die die Separation in die zwei Phasen bewirkt.
Da eine Vielzahl (oft noch ungenügend bekannter) energetischer und entropischer
Prozesse die molekularen Mechanismen der lateralen Phasenseparation steuern und
beeinflussen können ([112, 96, 44, 119] neben vielen anderen) und diese sich mögli-
cherweise für jeden Molekültyp unterscheiden, macht es wenig Sinn eine molekulare
Herleitung der Cahn-Hilliard Energie zu verfolgen. Vielmehr wird die Energie (4.5)
im Folgenden dazu genutzt, auf verschiedenen molekularen Mechanismen basieren-
de laterale Phasenseparation effektiv zu beschreiben.
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Da sämtliche für die Entwicklung der Cahn-Hilliard Energie verwendeten Annah-
men im Rahmen dieser Arbeit plausibilisiert werden konnten, werden wir diese
Energie im weiteren Verlauf dieser Arbeit für die mathematische Modellierung von
Biomembranen verwenden.

4.3 Kopplung von lateraler mit

krümmungsabhängiger Energie

Es sei zuerst vermerkt, dass es sich bei der krümmungsabhängigen Helfrich Ener-
gie (4.2) sowie bei der Phasenseparation bewirkenden Cahn-Hilliard Energie (4.5)
um effektive Freie Energien handelt. Dies bedeutet, dass die Auswirkungen einer
Vielzahl möglicher molekularer Wechselwirkungen auf die Entropie und die innere
Energie des thermodynamischen Systems effektiv über die o.g. Energiefunktionale
beschrieben werden.
Die erste theoretische Arbeit in dem Gebiet der Membranforschung, die sich mit dem
Zusammenspiel von Phasenseparation und krümmungsabhängiger Energie befasste,
geht auf Lipowsky zurück [67]. Seitdem wurden viele Anstrengungen unternom-
men, Membrandeformationen über die Minimierung einer Energie zu beschreiben,
die verschiedenartige Kopplungen der beiden Energie-Terme (4.2) und (4.5) enthält.
Frühe Arbeiten nutzten phänomenologischen Kopplungsterme [4, 24, 54, 106, 117],
wohingegen jüngere Arbeiten die Kopplungsterme direkt aus physikalischen Eigen-
schaften des Systems ableiteten [70, 109]. Die Techniken bei der Beschreibung von
Membranen reichten hierbei von parametrischen Repräsentationen [106, 54] (ba-
sierend auf der Modellierung der Membranen als kontinuierliche Hyperflächen) bis
hin zu ’Phase-field’ Beschreibungen [70, 109] (in denen Membranen einer gegebe-
nen Dicke beschrieben werden, eingebettet in ein Fluid). Der Vorteil parametrischer
Beschreibungen ist der relativ geringe Rechenaufwand in Simulationen der entspre-
chenden Modelle, da alle Berechnungen auf 2-D Flächen durchgeführt werden.
Soweit bekannt steht bis heute kein parametrisches dynamisches Modell der Kopp-
lung von Deformation mit Phasenseparation in Biomembranen zur Verfügung, in
dem die Kopplung der beiden Energien (4.2) und (4.5) direkt aus physikalischen
Eigenschaften des Systems hergeleitet wurden.
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Im Rahmen dieser Studie wird ein kontinuierliches Modell deformierender Zwei-
Komponenten Biomembranen unter Ausnutzung einer parametrischen Darstellung
der Membran präsentiert. Dieses Modell ist nicht auf kleine Krümmungen oder
symmetrische Geometrien beschränkt. Auch wenn das präsentierte Modell nicht
das Resultat einer rigorosen Hochskalierung aus der molekularen Skala ist, beruht
die Kopplung der beiden Energieterme (4.2) und (4.5) direkt auf physikalischen Ei-
genschaften des Systems.
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4.4 Energie und die Kraft eines Membran-Systems

Ausgehend von einem Freien Energiefunktional F eines Membran-Systems kann
das folgende abstrakte Anfangswertproblem formuliert werden: Für eine gegebene
glatte, reguläre initiale Oberfläche Γ0 finde eine Familie (Γ(t))t≥0 von Oberflächen
Γ(t), t ≥ 0, welche die Evolution von Γ0 unter dem L2-Gradienten F ′ des Energie-
funktionals beschreiben und Γ(0) = Γ0 genügen. Das bedeutet, dass sich jeder Punkt
der Oberfläche Γ(t), t ≥ 0 mit einer orts- und zeitabhängigen Geschwindigkeit v
bewegt, bedingt durch einen Kraftvektor ~A, welcher durch die folgende Annahme
von dem Zusammenhang zwischen Kraft und Energie eindeutig bestimmt ist:

Annahme 4.9 Sei ~A ∈ R3 die Kraft, die an einem Ort ~X zum Zeitpunkt t auf
die Membran wirkt, dann wird diese durch die Variation F ′ in Form des L2-
Gradienten-Flusses bestimmt:∫

~A · ~ψ dµ = −〈F ′, ~ψ〉 = − d

dε

[
F ( ~X + ε~ψ)

]∣∣∣∣
ε=0

,

wobei ~ψ ∈ C∞(Ω,R3) eine beliebige Testfunktion und F ′ die Variation von F nach
~X ist [28]. Unter Ausnutzung der Zerlegung in normalen und tangentialen Anteil
~ψ = ψ~n+

∑
k ψ

k∂k ~X sowie ~A = A⊥~n+
∑

uA
u∂u ~X folgt:∫

~A · ~ψ dµ = −
∫ (

A⊥~n+
∑
u

Au∂u ~X
)
· ψ~n dµ

−
∫ (

A⊥~n+
∑
u

Au∂u ~X
)
·
(∑

k

ψk∂k ~X
)
dµ

= −
∫
A⊥ψ dµ−

∑
u,k

∫
Au∂u ~X · ∂k ~Xψk dµ

sowie

〈F ′, ~ψ〉 = 〈F ′, ψ~n〉+ 〈F ′,
∑
k

ψk∂k ~X〉

=
d

dε
F ( ~X + εψ~n)

∣∣∣
ε=0

+
d

dε
F ( ~X + ε

∑
k

ψk∂k ~X)

∣∣∣∣∣
ε=0

.

Wenn also die Variation
− d

dε

[
F ( ~X + ε~ψ)

]∣∣∣∣
ε=0

auf die Form
=

∫
A⊥ψ dµ+

∑
u,k

∫
Au∂u ~X · ∂k ~Xψk dµ
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gebracht wird, erschließt sich direkt der Kraftvektor

~A = A⊥~n+
∑
u

Au∂u ~X.
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Kapitel 5

Mathematisches Modell

5.1 Modell-Energie

Die Lipid-Doppelschicht wird im Folgenden durch eine zweidimensionale (2D) Hy-
perfläche Γ über eine parametrische Darstellung ~X(u1, u2) : U → Γ ⊂ R3 mit
U = [0, 1]× [0, 1] repräsentiert. Modelliert wird eine Biomembran, die sich aus zwei
verschiedenen Lipidspezies oder Lipiden und Proteinen zusammensetzt. Die Konzen-
tration der beiden Komponenten A und B in Γ wird über den Ordnungsparameter
φ : U → [−1, 1] beschrieben. Dies bedeutet, für φ = 1 setzt sich die Membran lokal
ausschließlich aus Spezies A zusammen und für φ = −1 findet sich lokal nur Spezies
B. Das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Modell basiert auf der Minimierung
einer Energie F = F1 +F2 +F3 die sowohl einen krümmungsabhängigen Teil F1 +F2

sowie die Phasenseparation induzierende Cahn-Hilliard Energie F3 [19] enthält:

F1 =
1

2

∫
Γ

κ(φ)(H −H0(φ))2 dµ,

F2 =

∫
Γ

κG(φ)K dµ, (5.1)

F3 = σ

∫
Γ

(
ξ2

2
(∇Γφ)2 + f(φ)

)
dµ.

Da sich verschiedene Komponenten der Membran in ihren mechanischen Eigenschaf-
ten (wie z.B. Form und Steifigkeit) unterscheiden können, wird jeder makroskopi-
sche mechanische Modulus h (h ∈ {κ, κG, H0}) als eine Funktion des Ordnungspa-
rameters φ angenommen. Jede Funktion h ist dabei so gewählt, dass h(1) = hA

und h(−1) = hB gilt, wobei hA und hB die mechanischen Moduli der reinen
Komponenten sind. Weiterhin bezeichnet σ die Lininenspannung, ξ eine Phasen-
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Übergangslänge, ∇Γ den Oberflächengradienten und f eine Double-Well-Potential-
funktion.

5.2 Herleitung der dynamischen Gleichungen

Anstelle einer direkten Minimierung der Energie F = F1 + F2 + F3 wird hier ein
dynamischer Ansatz verfolgt. Unter einer vorgegebenen initialen Geometrie entwi-
ckelt sich das Membransystem in die Richtung des steilsten negativen Gradienten
der Membran Energie (vgl. Kapitel 4.4). Um unter dieser Evolution den Volume-
nerhalt und Flächenerhalt zu gewährleisten, wird folgender Ansatz verfolgt: Sei γ
sei ein lokaler Lagrangemultiplikator für den Erhalt der lokalen Fläche sowie p∆

ein globaler Lagrangemultiplikator zum Erhalt des globalen Volumens [39]. Weiter
sei F4 =

∫
Γ
γ dµ+ p∆

∫
Ω
dV , wobei letzteres im Falle einer geschlossenen Membran

das Volumenintegral darstellt. Unter der Annahme einer überdämpften Bewegung
(was eine typische Annahme für molekulare Systeme mit hoher Reibung darstellt)
ist dann die Dynamik der Deformation ~X in U× [0, T ) einer lateral inkompressiblen
Membran bei konstantem Volumen durch den folgenden L2−Gradientenfluss

∂t[ ~X] = −LX
δ

δ ~X

[
F + F4

]
(5.2)

unter den Zwangsbedingungen

∂t[
√
g] = ∇Γ · [∂t[ ~X]] = 0, (5.3)

und ∫
Ω

dV = const, (5.4)

gegeben, wobei LX ein kinetischer Koeffizient ist, δ

δ ~X
[F ] die Variation von F nach

~X beschreibt, g die Determinante des ersten metrischen Tensors darstellt und ∇Γ·
der Oberflächendivergenzoperator ist [31] (vgl. Kapitel 3 sowie Anhang A).
Unter der Annahme eines lokalen Massenerhalts ist die laterale Dynamik der beiden
Spezies A und B durch die laterale Kontinuitätsgleichung

∂tφ+∇Γ ·~j = 0

gegeben. Der Fluss ist wiederum proportional zum lateralen Gradienten des chemi-
schen Potentials µ(u1, u2) und durch ~j = −Lφ∇Γµ gegeben; die Mobilität Lφ wird
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als konstant angenommen. µ ist durch die Variation der Energie F nach φ gegeben
[106], es folgt µ = Lφ

δ
δφ

[
F
]
. Es resultiert damit die folgende dynamische Gleichung

für den Ordnungsparameter φ:

∂t[φ] = Lφ∆Γ
[ δ
δφ

[
F
]]
, (5.5)

wobei ∆Γ der Laplace-Beltrami Operator ist [31] (vgl. Kapitel 3).

5.3 Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen

Analytische Studien zur Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen bezüglich des
gekoppelten PDE Systems (5.5)-(5.4) existieren bis dato nicht und überschreiten
den Rahmen dieser Arbeit. Bisherige Studien zeigen jedoch, dass unter bestimmten
Annahmen an die Funktionen f , κ, κG und H0 eine eindeutige schwache Lösung der
Gleichung (5.5) auf fixierter Geometrie für beliebige Zeiten existiert [74]. Bezüglich
des Gradientenflusses von F für die Mechanik der Membran (5.2) gibt es bisher nur
Studien, die sich auf den Gradientenfluss der verwandten Willmore-Energie

∫
Γ
H2 dµ

beziehen: Für Kurven in Rn, n ≥ 2, wurde die globale Existenz in der Zeit gezeigt
[87, 35], und die Existenz einer Lösung des Willmore Flusses für zweidimensionale
Flächen in Rn, n ≥ 3, wurde bis zu einer Zeit T < ∞ bewiesen, wobei T von der
Krümmung der Initialfläche Γ0 abhängt [60].
Unter der Annahme, dass für den Beweis der Existenz und Eindeutigkeit von Lö-
sungen des hier präsentierten Modells (5.5)-(5.4) mindestens die Bedingungen von
[74] und [60] gelten, folgt

Annahme 5.1 Sei f(φ) = c3(φ2 − 1)2 und κ, κG, H0 ∈ C3(R) mit κ′, κ′′, κ′′′,
H ′0, H ′′0 , H ′′′0 : R→ R beschränkte Funktionen und es gilt

|κ(η)| ≤ c1|η|+ c2, |H0(η)| ≤ c1|η|+ c2,

|κG(η)|+ |κ′G(η)| ≤ c1|η|3 + c2, |κ′′G(η)| ≤ c1|η|2 + c2, |κ′′′G(η)| ≤ c1|η|+ c2,

für positive Konstanten c1, c2, c3. Für die Anfangsbedingungen gilt φ0 ∈
C4(U, [−1, 1]) und Γ0 ∈ C4 ist abgeschlossen.

sowie
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Annahme 5.2 Unter der Annahme 5.1 an die Funktionen f , κ, κG und H0 so-
wie an die Anfangsbedingungen φ0 und Γ0 existieren eindeutige Lösungen φ ∈
C1
(
[0, T );C4(U, [−1, 1])

)
und Γ ∈ C1

(
[0, T );C4(U,R3)

)
des Gleichungssystems

(5.5)-(5.4).

Im Folgenden wird davon ausgegangen, das Randintegrale verschwinden, wie z.B. im
Falle von geschlossenen Flächen oder unter ”natürlichen” Randbedingungen. Weiter
werden wir im Folgenden die Notation

∫
=
∫

Γ
verwenden, wobei Funktionen η auf

~X(U) ⊂ Γ stets mit η ◦ ~X auf U identifiziert werden.

44



5.4 Das Modell als PDE-System

Modell 5.3 Basierend auf (5.2)-(5.5) ist für T > 0 die Dynamik einer defor-
mierenden lateral in Phasen separierenden Biomembran durch folgendes Modell
in Form eines nichtlinearen PDE Systems vierter Ordnung gegeben.
Die Deformation der Membran wird beschrieben durch:

∂t ~X = −LX
δ

δ ~X

[
F + F4

]
= −LX

[
A⊥~n+

∑
k

Ak∂k ~X
]

auf U × [0, T ),

unter den Nebenbedingungen

∂t
[√
g
]

= 0 sowie
∫

Ω

dV = const,

wobei insbesondere gilt:

A⊥ =−∆Γ
[
κ(φ)

]
(H −H0(φ))

− κ(φ)

(
∆Γ
[
H −H0(φ)

]
+ (H −H0(φ))(H2 − 2K)− 1

2
(H −H0(φ))2H

)
− ∆̂Γ

[
κG(φ)

]
− ξ2

∑
i,j

bij∂i
[
φ
]
∂j
[
φ
]

+H(
ξ2

2
(∇Γ

[
φ
]
)2 + f(φ))

+Hγ + p∆,

Ak =− 1

2
∂k
[
κ(φ)

]
(H −H0(φ))2

+ κ(φ)(H −H0(φ))∂k
[
H0(φ)

]
− ∂k

[
κG(φ)

]
K

+ ξ2
∑
u

∇u

[
∂kφ∂uφ

]
− ∂k

[ξ2

2
(∇Γφ)2 + f(φ)

]
− ∂k

[
γ
]
.

Die (laterale) Dynamik der zwei Komponenten ist gegeben durch:

∂tφ =Lφ∆Γ
[ δ
δφ

[
F
]]

= Lφ∆Γ
[1

2
κ′(φ)(H −H0(φ))2 − κ(φ)(H −H0(φ))H ′0(φ)

+ κ′G(φ)K − ξ2∆Γφ+ f ′(φ)
]

auf U × [0, T ).

Das Modell 5.3 leitet sich aus den folgenden Theoremen 5.4-5.18 (sowie aus Kapitel
2.3) her.
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Theorem 5.4 Die Normalenkraft, bedingt durch die Energie F1, ist A⊥1 ~n, wobei
gilt:

A⊥1 =−∆Γ
[
κ(φ)

]
(H −H0(φ))

− κ(φ)

(
∆Γ
[
H −H0(φ)

]
+ (H −H0(φ))(H2 − 2K)− 1

2
(H −H0(φ))2H

)
.

Beweis [Theorem 5.4]:
Unter Verwendung der Kettenregel und der Tatsache, dass die Variation nach ~X

der von ~X unabhängigen Funktionen Null ist (man beachte: Die Funktion φ und
somit die elastischen Moduli κ, κG und H0 sind auf der Referenzmenge U definiert),
folgt:

δ⊥[F1] =
1

2

∫
δ⊥
[
κ(φ)(H −H0(φ))2

]√
g d2u

+
1

2

∫
κ(φ)(H −H0(φ))2δ⊥[

√
g] d2u

=
1

2

∫
κ(φ)2(H −H0(φ))δ⊥ [H]

√
g d2u

+
1

2

∫
κ(φ)(H −H0(φ))2δ⊥[

√
g] d2u.

Unter Verwendung von δ⊥[H] = −∆Γ
[
ψ
]
− ψ(H2 − 2K) sowie δ⊥[

√
g] = ψH

√
g

[120] (wobei dort eine abweichende Definition der Hauptkrümmung, H̃ = −H/2,
angewandt wird) folgt:

=

∫ {
κ(φ)(H −H0(φ))(−∆Γ

[
ψ
]
− ψ(H2 − 2K))

+
κ(φ)

2
(H −H0(φ))2ψH

}√
g d2u.

Unter zweimaliger Verwendung der ersten Greenschen Formel für den ersten Ober-
flächenlaplace (siehe Definition 3.10) und der Tatsache, dass die Randwerte ver-
schwinden, folgt:

=

∫ {
−∆Γ

[
κ(φ)(H −H0(φ))

]
ψ − κ(φ)(H −H0(φ))(H2 − 2K)ψ

+
κ(φ)

2
(H −H0(φ))2ψH

}√
g d2u

=

∫ {
−∆Γ

[
κ(φ)

]
(H −H0(φ))

− κ(φ)
(

∆Γ
[
H −H0(φ)

]
+ (H −H0(φ))(H2 − 2K)

− 1

2
(H −H0(φ))2H

)}
ψ
√
g d2u.
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Daraus ergibt sich schließlich Theorem 5.4. 2

Man beachte im Speziellen: Für κ(φ) := κ und H0(φ) := H0 − Λ
κ
φ folgt

A⊥1 =− κ
{

∆Γ
[
H
]

+ (H −H0)(H2 − 2K)− 1

2
(H −H0)2

}
+ Λ

{
−∆Γ

[
φ
]

+ 2φK
}

+H
{
− φH0Λ +

Λ2

2κ
φ2
}
.

Dies entspricht genau der Normalenkraft des Modells von Taniguchi [106], mit
f(φ)Taniguchi = f(φ)+φH0Λ−Λ2

2κ
φ2, wobei f die Funktion ist, die den Potential-Term

in der Cahn-Hilliard Energie beschreibt.

Theorem 5.5 Die Normalenkraft, bedingt durch die Energie F2, ist A⊥2 ~n, wobei:

A⊥2 = −∆̂Γ
[
κG(φ)

]
.

Beweis [Theorem 5.5]:
Unter Verwendung der Produktregel gilt:

δ⊥[F2] =

∫
δ⊥[κG(φ)]K

√
g d2u+

∫
κG(φ)δ⊥[K]

√
g d2u+

∫
κG(φ)Kδ⊥[

√
g] d2u.

Neben der Tatsache, dass die Variation nach ~X der von ~X unabhängigen Funktionen
Null ist, wird wieder δ⊥[

√
g] = ψH

√
g [111] verwendet. Nach [81] gilt des Weiteren

(auch dort eine abweichende Definition der Hauptkrümmung, nämlich H̃ = −H/2,
sowie innere statt äußere Einheitsnormale): δ⊥[K] = −∆̂Γ

[
ψ
]
− HKψ, wobei ∆̂Γ

der zweite Oberflächenlaplace ist (siehe Definition 3.11). Es folgt:

=

∫
κG(φ)(−∆̂Γ

[
ψ
]
−HKψ)

√
g d2u+

∫
κG(φ)KψH

√
g d2u

=−
∫
κG(φ)∆̂Γ

[
ψ
]√
g d2u.

Unter Verwendung der partiellen Integration für den zweiten Oberflächenlaplace
(siehe Definition 3.10) und der Tatsache, dass U auf eine geschlossene Fläche abge-
bildet wird und somit die Randwerte verschwinden, folgt:

=−
∫

∆̂Γ
[
κG(φ)

]
ψ
√
g d2u,

womit Theorem 5.5 bewiesen ist. 2
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Theorem 5.6 Die Normalenkraft bedingt durch die Energie F3 ist A⊥3 ~n, wobei:

A⊥3 = −ξ2
∑
i,j

bij∂i
[
φ
]
∂j
[
φ
]

+H(
ξ2

2
(∇Γ

[
φ
]
)2 + f(φ)).

Beweis [Theorem 5.6]:
Wegen δ⊥

[√
g
]

= ψH
√
g und der Produktregel gilt:

δ⊥[F3] =

∫
δ⊥
[ξ2

2
(∇Γ

[
φ
]
)2 + f(φ)

]√
g d2u

+

∫
{ξ

2

2
(∇Γ

[
φ
]
)2 + f(φ)}ψH√g d2u.

Wegen (∇Γ
[
φ
]
)2 =

∑
i,j g

ij∂i
[
φ
]
∂j
[
φ
]
und der Tatsache, dass φ unabhängig von ~X

ist, folgt:

=

∫
ξ2

2

∑
i,j

δ⊥
[
gij
]
∂i
[
φ
]
∂j
[
φ
]√
g d2u+

∫
{ξ

2

2
(∇Γ

[
φ
]
)2 + f(φ)}ψH√g d2u.

Weil nach [56] gilt: δ⊥[gij] = −2
∑

k g
jkbikψ = −2bijψ (auch hier abweichende Defi-

nition der Hauptkrümmung), wobei (bij) der Krümmungstensor ist (siehe Definition
3.2) folgt:

=

∫
{−ξ2

∑
i,j

bij∂i
[
φ
]
∂j
[
φ
]

+
ξ2

2
H((∇Γ

[
φ
]
)2 + f(φ)}ψ√g d2u,

woraus die Behauptung folgt. 2

Theorem 5.7 Die Normalenkraft bedingt durch die Energie F4 ist A⊥4 ~n, wobei:

A⊥4 = Hγ + p∆.

Beweis [Theorem 5.7]:
Unter Verwendung der Tatsache, dass die Variation nach ~X der von ~X unabhängigen
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Funktionen Null ist, gilt:

δ⊥
[
F4

]
=

∫
γδ⊥

[√
g] d2u+ δ⊥

[
p∆

∫
Ω

dV
]
.

Nach [111] gilt: δ⊥[
√
g] = ψH

√
g. Es folgt:

=

∫
γHψ

√
g d2u+ δ⊥

[
p∆

∫
Ω

dV
]
.

Betrachtet man nun den letzten Term, dann folgt unter Verwendung des Divergenz-
theorems (siehe Theorem 3.8) und der Produktregel:

δ⊥
[
p∆

∫
Ω

dV
]

=δ⊥
[
p∆

∫
Ω

∇ ·
[1
3
~X
]
dV
]

= δ⊥
[
p∆

∫
1

3
~X · ~n√g d2u

]
=
p∆

3

∫
δ⊥
[
~X · ~n√g d2u

]
=
p∆

3

{∫
δ⊥
[
~X
]
· ~n√g d2u+

∫
~X · δ⊥

[
~n
]√
g d2u

+

∫
~X · ~nδ⊥

[√
g
]
d2u
}
.

Unter Verwendung der Identitäten nach Willmore (1993) (wie üblich abweichende
Definition der Hauptkrümmung) δ⊥

[
~X
]

= ψ~n, sowie δ⊥
[
~n
]

= −
∑

i,j g
ij∂j
[
ψ
]
∂i ~X,

sowie δ⊥
[√
g
]

= ψH
√
g, folgt:

=
p∆

3

{∫
ψ
√
g d2u−

∫
~X ·
∑
i,j

gij∂i ~X∂j
[
ψ
]√
g d2u

+

∫
~X · ~nψH√g d2u

}
.

Unter Verwendung der partiellen Integration (ohne Randterme) folgt:

=
p∆

3

{∫
ψ
√
g d2u+

∫ ∑
i,j

∂j
[
~X · gij∂i ~X

√
g
]
ψ d2u+

∫
~X · ~nψH√g d2u

}
=
p∆

3

{∫
ψ
√
g d2u+

∑
i,j

∫
gijg

ij√gψ d2u+

∫
~X ·∆Γ ~Xψ

√
g d2u

+

∫
~X · ~nψH√g d2u

}
=
p∆

3

{∫
ψ
√
g d2u+

∑
i

∫
√
gψ d2u−

∫
~X ·H~nψ√g d2u

+

∫
~X · ~nψH√g d2u

}
=
p∆

3

{∫
ψ
√
g d2u+ 2

∫
√
gψ d2u

}
=

∫
p∆ψ
√
g d2u,
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woraus sich die Behauptung, bezogen auf den letzten Term, ergibt. Insgesamt gilt
also:

δ⊥[F4] =

∫
γHψ

√
g d2u+

∫
p∆ψ
√
g d2u,

woraus Theorem 5.7 unmittelbar folgt. 2

Man beachte, dass die Normalenkraft bedingt durch die Energie F1 + F2 + F4 ge-
nau dem Term aus [116] entspricht, wobei auch dort wieder die Hauptkrümmung
abweichend definiert ist.

Theorem 5.8 Die Tangentialkraft, bedingt durch die Energie F1, ist
∑

k A
k
1∂k

~X,
wobei:

Ak1 = −1

2
∂k
[
κ(φ)

]
(H −H0(φ))2 + κ(φ)(H −H0(φ))∂k

[
H0(φ)

]
.

Lemma 5.9 Es gilt:

δk
[
gij
]

= ∂i
[
∂k ~Xψ

k
]
· ∂j ~X + ∂j

[
∂k ~Xψ

k
]
· ∂i ~X

Beweis [Lemma 5.9]:
Es gilt:

δk
[
gij] = δk

[
∂iX · ∂j ~X

]
= ∂i

[
δk[ ~X]

]
· ∂j ~X + ∂i ~X · ∂j

[
δk[ ~X]

]
.

Wegen

δk[ ~X] :=
d

dε

[
~X + ε∂k ~Xψ

k
]∣∣∣∣
ε=0

= ∂k ~Xψ
k

folgt die Behauptung. 2

Lemma 5.10 Es gilt:
δt
[
H
]

=
∑
i,j,k

gij∇k

[
bij
]
ψk.

Beweis [Lemma 5.10]:
Es gilt:

δt
[
H
]

=δt
[
spur(b ji )

]
= δt

[∑
i

b ii
]

= δt
[∑
i,j

gijbij
]

=
∑
i,j

δt
[
gij
]
bij +

∑
i,j

gijδt
[
bij
]
.

Weil nach [56] gilt: δt
[
gij
]

= −∇i
[
ψj
]
−∇j

[
ψi
]
, sowie nach [20] δt

[
bij
]

=
∑

k

(
∇j

[
ψk
]
bik+

∇i

[
ψk
]
bjk+∇k

[
bij
]
ψk
)
, und (bij)i,j sowie (gij)i,j symmetrische Matrizen sind, folgt:

=− 2
∑
i,j

∇i
[
ψj
]
bij + 2

∑
i,j,k

gij∇i

[
ψk
]
bjk +

∑
i,j,k

gij∇k

[
bij
]
ψk.
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Wegen 2
∑

i,j,k g
ij∇i

[
ψk
]
bjk = 2

∑
j,k∇j

[
ψk
]
bjk = 2

∑
i,j∇i

[
ψj
]
bij verschwinden

die ersten beiden Terme und es folgt Lemma 5.10.
2

Lemma 5.11 Für Funktionen η ∈ C1(U,R) gilt:∫
ηδt[
√
g] d2u = −

∑
k,u

∫
∂u
[
η
]
gukψ

k√g d2u.

Beweis [Lemma 5.11]:
Sei η ∈ C1(U,R). Für die Ableitung der Determinante einer reellen quadratischen
invertierbaren Matrix A gilt nach der Jacobi-Formel [71]:

d det (A) = det (A) spur(A−1d A). (5.6)

Es folgt daher, unter Ausnutzung der Kettenregel und der Tatsache, dass g symme-
trisch ist:∫
ηδk[
√
g] d2u =

∫
1

2

∑
i,j

g
√
g
gijδk[gji]η d

2u =

∫
1

2

∑
i,j

√
ggijδk[gij]η d

2u.

Wegen Lemma 5.9 folgt:

=

∫ ∑
i,j

√
ggij∂i[∂k ~Xψ

k] · ∂j ~Xη d2u.

Mit partieller Integration folgt

=−
∫ ∑

i,j

∂i
[
ηgij
√
g∂j ~X

]
· ∂k ~Xψk d2u.

Wegen
∑

i,j ∂
[
gij
√
g∂j ~X

]
· ∂k ~X = −√g∆Γ ~X · ∂k ~X =

√
gH~n · ∂k ~X = 0 (siehe

Definition 3.9) folgt:

=−
∑
i,j

∫
∂i
[
η
]
gij∂j ~X · ∂k ~Xψk

√
g d2u

=−
∑
j

∫
∂j
[
η
]
∂j ~X · ∂k ~Xψk

√
g d2u

=−
∑
j

∫
∂j
[
η
]
gjkψ

k√g d2u,

woraus sich die Behauptung ergibt, da δt =
∑

k δ
k gilt. 2
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Beweis [Theorem 5.8]:
Mit der Produktregel und der Tatsache, dass die Variation aller von ~X unabhängigen
Funktionen Null ist, folgt:

δt
[1

2

∫
κ(φ)(H −H0(φ))2√g d2u

]
=

1

2

∫
κ(φ)δt

[
(H −H0(φ))2

]√
g d2u+

1

2

∫
κ(φ)(H −H0(φ))2δt

[√
g
]
d2u.

Mit Lemma 5.10-5.11 folgt unter mehrfachem Anwenden der Produktregel:

=

∫
κ(φ)(H −H0(φ))

∑
i,j,k

gij∇k

[
bij
]
ψk
√
g d2u

− 1

2

∑
k,u

∫
∂u
[
κ(φ)(H −H0(φ))2

]
gukψ

k√g d2u

=

∫
κ(φ)(H −H0(φ))

∑
i,j,k

gij∇k

[
bij
]
ψk
√
g d2u

− 1

2

∑
k,u

∫
∂u
[
κ(φ)

]
(H −H0(φ))2gukψ

k√g d2u

−
∑
k,u

∫
κ(φ)(H −H0(φ))∂u

[
(H −H0(φ))

]
gukψ

k√g d2u

=

∫
κ(φ)(H −H0(φ))

∑
i,j,k

gij∇k

[
bij
]
ψk
√
g d2u

− 1

2

∑
k,u

∫
∂u
[
κ(φ)

]
(H −H0(φ))2gukψ

k√g d2u

−
∑
k,u

∫
κ(φ)(H −H0(φ))∂u

[
H
]
gukψ

k√g d2u

+
∑
u,k

∫
κ(φ)(H −H0(φ))∂u

[
H0(φ)

]
gukψ

k√g d2u.

Und weil aus der Mainardi-Codazzi-Gleichung ∇c

[
bab
]

= ∇b

[
bac
]
[25] sowie aus∑

a∇a

[
bab
]

= ∂b
[
H
]
[53] und der Tatsache, dass kovariante Ableitungen und der

erste metrische Tensor kommutieren (siehe Definition 3.7), folgt:

∑
i,j

gij∇k

[
bij
]

=
∑
i,j

gij∇j

[
bik
]

=
∑
j

∇j

[∑
i

gijbik
]

=
∑
j

∇j

[
bjk
]

= ∂k
[
H
]

=
∑
u

guk∂
u
[
H
]
,
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heben sich der erste und dritte Term auf und es folgt:

=− 1

2

∑
k,u

∫
∂u
[
κ(φ)

]
(H −H0(φ))2gukψ

k√g d2u

+
∑
k,u

∫
κ(φ)(H −H0(φ))∂u[H0(φ)]gukψ

k√g d2u,

woraus die Behauptung folgt.
2

Man beachte, dass für κ(φ) := κ sowie H0(φ) := H0− Λ
κ
φ (wobei Λ eine Kopplungs-

konstante ist) im Speziellen gilt:

Ak1 = −HΛ∂k
[
φ
]

+ ∂k
[
H0Λφ− Λ2

2κ
φ2
]
,

was der tangentialen Kraft bei Taniguchi [106] entspricht.

Theorem 5.12 Die Tangentialkraft, bedingt durch die Energie F2, ist
∑

k A
k
2∂k ~X,

wobei

Ak2 = −∂k
[
κG(φ)

]
K.

Lemma 5.13 Es gilt: ∑
i

bijbik = gjk,

wobei bij die Komponenten der Inversen von der Matrix mit den Komponenten (b ji ),
i, j = 1, ..., d sind.

Beweis [Lemma 5.13]:
Es gilt:∑
i

bijbik =
∑
i

(∑
l

glibjl
)
bik.

Wegen (AB)−1 = B−1A−1 folgt:

=
∑
i

(∑
l

gljbil
)
bik =

∑
i

(∑
l

gljbil
)
bik =

∑
l

(∑
i

bilbik
)
glj,

da b symmetrisch ist, folgt:

=
∑
l

δkl glj = gkj,

was zu zeigen war. 2
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Lemma 5.14 Es gilt:
δt
[
K
]

=
∑
i,j,k

bij∇k

[
b ij
]
ψkK.

Beweis [Lemma 5.14]:
Unter Ausnutzung der Ableitung der Determinante (vgl. Gleichung (5.6)) gilt:

δt
[
K
]

= δt
[

det (b ji )
]

=
∑
i,j

Kbijδ
t
[
b ij
]

=
∑
i,j

Kbijδ
t
[∑

k

gkibjk
]

=
∑
i,j,k

Kbijδ
t
[
gki
]
bjk +

∑
i,j,k

Kbijg
kiδt
[
bjk
]
.

Weil nach [56] δt
[
gij
]

= −∇i
[
ψj
]
−∇j

[
ψi
]
, sowie nach [20] δt

[
bij
]

=
∑

k

(
∇k

[
bij
]
ψk+

bik∇j

[
ψk
]

+ bjk∇i

[
ψk
])

gilt, folgt:

= −2
∑
i,j,k

Kbij∇k
[
ψi
]
bjk +

∑
i,j,k

Kbijg
ki
∑
u

(
bju∇k

[
ψu
]

+ buk∇j

[
ψu
]

+∇u

[
bjk
]
ψu
)

= −2
∑
i,j,k

Kbij∇k
[
ψi
]
bjk + 2

∑
i,j,u,k

Kbijg
kibju∇k

[
ψu
]

+
∑
i,j,k,u

Kbijg
ki∇u

[
bjk
]
ψu

= −2
∑
i,j,k

Kbij∇k
[
ψi
]
bjk + 2

∑
i,j,u

Kbijbju
∑
k

gki∇k

[
ψu
]

+
∑
i,j,k,u

Kbijg
ki∇u

[
bjk
]
ψu

= −2
∑
i,j,k

Kbij∇k
[
ψi
]
bjk + 2

∑
i,j,u

Kbijbju∇i
[
ψu
]

+
∑
i,j,k,u

Kbijg
ki∇u

[
bjk
]
ψu

= −2
∑
i,j,k

Kbij∇k
[
ψi
]
bjk + 2

∑
i,j,k

Kbijbjk∇i
[
ψk
]

+
∑
i,j,k,u

Kbijg
ki∇u

[
bjk
]
ψu

Mit Lemma 5.13 folgt:

= −2
∑
i,k

gikK∇k
[
ψi
]

+ 2
∑
i,k

Kgik∇i
[
ψk
]

+
∑
i,j,k,u

Kbijg
ki∇u

[
bjk
]
ψu

=
∑
i,j,k,u

Kbijg
ki∇u

[
bjk
]
ψu

Aus der Tatsache, dass kovariante Ableitungen und der erste metrische

Tensor kommutieren (siehe Definition 3.7), folgt dann:

=
∑
i,j,u

bij∇u

[
b ij
]
ψuK,

woraus sich die Behauptung ergibt. 2

Beweis [Theorem 5.12]:
Es gilt:

∂t
[ ∫

κG(φ)K
√
g d2u

]
=

∫
κG(φ)∂t

[
K
]√
g d2u+

∫
κG(φ)K∂t

[√
g
]
d2u.
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Mit Lemma 5.10 sowie Lemma 5.14 und unter Anwendung der Produktregel folgt:

=
∑
i,j,k

∫
κG(φ)bij∇k

[
b ij
]
Kψk

√
g d2u

−
∑
u,k

∫
∂u
[
κG(φ)

]
Kgukψ

k√g d2u−
∑
k

∫
κG(φ)∂k

[
K
]
ψk
√
g d2u.

Nach der allgemeinen Definition der kovarianten Ableitung (siehe Definition 3.7)
folgt:

=
∑
i,j,k

κG(φ)bij

{
∂k
[
b ij
]

+
∑
l

(
Γiklb

l
j − Γlkjb

i
l

)}
Kψk

√
gd2u

−
∑
u,k

∫
∂u
[
κG(φ)

]
Kgukψ

k√g d2u−
∑
k

∫
κG(φ)∂k

[
K
]
ψk
√
g d2u.

Unter Ausnutzung der Ableitung der Determinante (vgl. Gleichung (5.6)), folgt:

=
∑
i,j,k

∫
κG(φ)bij∂k

[
b ij
]
ψkK

√
g d2u+

∫
κG(φ)

∑
i,j,k,l

bij

{
Γiklb

l
j − Γlkjb

i
l

}
ψkK

√
g d2u

−
∑
u,k

∫
∂u
[
κG(φ)

]
Kgukψ

k√g d2u−
∑
i,j,k

∫
κG(φ)bij∂k

[
b ij
]
ψkK

√
g d2u.

=

∫
κG(φ)

{∑
i,j,k,l

bijb
l
j Γikl −

∑
i,j,k,l

bijb
i
l Γlkj

}
ψkK

√
g d2u

−
∑
u,k

∫
∂u
[
κG(φ)

]
Kgukψ

k√g d2u.

Wegen
∑

l b
l
i b

j
l = δji =

∑
l b

i
l b

l
j =, wobei δji das Kroneckersymbol ist, folgt:

=

∫
κG(φ)

{∑
i,k,l

δliΓ
i
kl −

∑
j,k,l

δjl Γ
l
kj

}
ψkK

√
g d2u−

∑
u,k

∫
∂u
[
κG(φ)

]
Kgukψ

k√g d2u

=

∫
κG(φ)

{∑
k,i

Γiki −
∑
k,j

Γjkj

}
ψkK

√
g d2u−

∑
u,k

∫
∂u
[
κG(φ)

]
Kgukψ

k√g d2u

=−
∑
u,k

∫
∂u
[
κG(φ)

]
Kgukψ

k√g d2u,

woraus unmittelbar Theorem 5.12 folgt. 2

Theorem 5.15 Die Tangentialkraft, bedingt durch die Energie F3, ist
∑

k A
k
3∂k ~X,

wobei:

Ak3 = ξ2
∑
u

∇u

[
∂k[φ]∂u[φ]

]
− ξ2

2
∂k
[
(∇Γ[φ])2 + f(φ)

]
.
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Lemma 5.16

∇a

[
ψz
]

=
∑
b,k

gzb∂b ~X · ∂a
[
∂k ~Xψ

k
]

(5.7)

sowie

∇b

[
ψa
]

=
∑
k

∂a ~X · ∂b
[
∂k ~Xψ

k
]
. (5.8)

Beweis [Lemma 5.16]:
Beweis von Gleichung (5.7):
Es gilt:∑
b,k

gzb∂b ~X · ∂a
[
∂k ~Xψ

k
]

=
∑
b,k

gzb∂b ~X · ∂a
[
∂k ~X

]
ψk +

∑
b,k

gzb∂b ~X · ∂k ~X∂a
[
ψk
]

=
1

2

∑
b,k

gzb
{

2∂b ~X · ∂a
[
∂k ~X

]
+ ∂k

[
∂b ~X

]
· ∂a ~X − ∂b

[
∂k ~X

]
· ∂a ~X

+ ∂a
[
∂b ~X

]
· ∂k ~X − ∂b

[
∂a ~X

]
· ∂k ~X

}
ψk +

∑
b,k

gzbgbk∂a
[
ψk
]

=
1

2

∑
b,k

gzb
{
∂k
[
∂b ~X · ∂a ~X

]
+ ∂a

[
∂b ~X · ∂k ~X

]
− ∂b

[
∂a ~X · ∂k ~X

]}
ψk +

∑
k

δzk∂aψ
k

=
∑
k

1

2

∑
b

gzb
{
∂k
[
gba
]

+ ∂a
[
gbk
]
− ∂b

[
gak
]}
ψk + ∂a

[
ψz
]
.

Mit der Definition der Christoffelsymbole (siehe Definition 3.6) folgt:

=∂a
[
ψz
]

+
∑
k

Γzakψ
k = ∇a

[
ψz
]
,

was zu zeigen war.
Es folgt also im Speziellen:

∑
b g

zb∂b ~X · ∂a
[
∂k ~X

]
= Γzak.

Beweis von Gleichung (5.8):
Es gilt (unter Ausnutzung des ersten Terms):

∇b

[
ψa
]

=
∑
l

gla∇b

[
ψl
]

=
∑
l

gla
∑
u,k

gul∂u ~X · ∂b
[
∂k ~Xψ

k
]

=
∑
u,k

δua∂u ~X · ∂b
[
∂k ~Xψ

k
]

=
∑
k

∂a ~X · ∂b
[
∂k ~Xψ

k
]
,

woraus sich insgesamt Lemma 5.16 ergibt. 2

Beweis [Theorem 5.15]:
Unter Verwendung der Kettenregel und der Tatsache, dass die Variation von von ~X
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unabhängigen Funktionen Null ist, gilt:

δt
[ ∫ {ξ2

2
(∇Γ

[
φ
]
)2 + f(φ)

}√
g d2u

]
=

∫ {ξ2

2
δt
[
(∇Γ

[
φ
]
)2
]√
g d2u+

∫ {ξ2

2
(∇Γ

[
φ
]
)2 + f(φ)

}
δt
[√
g
]
d2u.

(5.9)

Betrachtet man nun den ersten Term von Gleichung (5.9), gilt:∫
ξ2

2
δt
[
(∇Γ

[
φ
]
)2
]√
g d2u

=
ξ2

2

∫
δt
[∑
i,j

gij∂i
[
φ
]
∂j[φ]

]√
g d2u.

Nach [56] gilt: δt
[
gij
]

= −∇i
[
ψj
]
−∇j

[
ψi
]
. Damit folgt:

=− ξ2

2

∑
i,j

∫ (
∇i
[
ψj
]

+∇j
[
ψi
])
∂i
[
φ
]
∂j
[
φ
]√
g d2u

=− ξ2
∑
i,j

∫
∇i
[
ψj
]
∂i
[
φ
]
∂j
[
φ
]√
g d2u

=− ξ2
∑
i,j,u

∫
giu∇u

[
ψj
]
∂i
[
φ
]
∂j
[
φ
]√
g d2u.

Mit Lemma 5.16 folgt:

= −ξ2
∑
i,j,u

∫
giu
(∑

b,k

gjb∂b ~X · ∂u
[
∂k ~Xψ

k
])
∂i
[
φ
]
∂j
[
φ
]√
g d2u

= −ξ2
∑
u,b,k

∫
∂u
[
φ
]
∂b
[
φ
]
∂b ~X · ∂u

[
∂k ~Xψ

k
]√
g d2u.

Unter Anwendung der partiellen Integration (ohne Randwerte) folgt:

= ξ2
∑
u,b,k

∫
∂u
[
∂u[φ]∂b[φ]∂b ~X

√
g
]
· ∂k ~Xψk d2u

= ξ2
∑
u,b,k

∫ {
∂u
[
∂b[φ]∂b ~X

]
· ∂k ~X∂u[φ]

√
gψk + ∂u

[√
g∂u[φ]

]
gbk∂

b[φ]ψk
}
d2u.

Zusammengefasst gilt also:∫
ξ2

2
δt
[
(∇Γ

[
φ
]
)2
]√
g d2u

= ξ2
∑
u,b,k

∫ {
∂u
[
∂b[φ]∂b ~X

]
· ∂k ~X∂u[φ]

√
gψk + ∂u

[√
g∂u[φ]

]
gbk∂

b[φ]ψk
}
d2u.

(5.10)
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Betrachtet man nun den ersten Term der rechten Seite von Gleichung (5.10), so gilt
(unter Verwendung von Lemma 5.16):

ξ2
∑
u,b,k

∫
∂u
[
∂b[φ]∂b ~X

]
· ∂k ~X∂u[φ]ψk

√
g d2u = ξ2

∑
u,k

∫
∇u

[
∂kφ
]
∂u[φ]ψk

√
g d2u

= ξ2
∑
u,b,k

∫
∇u

[
∂bφ
]
∂u[φ]gbkψ

k√g d2u.

Den zweiten Term der rechten Seite von Gleichung (5.10) betrachtend, gilt:

ξ2
∑
u,b,k

∫
∂u
[√
g∂u[φ]

]
gbk∂

b[φ]ψk d2u

= ξ2
∑
u,b,k

∫ {
∂u
[
∂u[φ]

]√
g + ∂u

[√
g
]
∂u[φ]

}
∂b[φ]gbkψ

k d2u.

Unter Verwendung der Ableitung der Determinante (vgl. Gleichung (5.6)), folgt:

= ξ2
∑
u,b,k

∫
∂u
[
∂uφ

]
∂b[φ]gbkψ

k√g d2u+ ξ2
∑

u,b,k,i,j

∫
1

2
gij∂u

[
∂i ~X · ∂j ~X

]
gbkψ

k∂b[φ]
√
g d2u

= ξ2
∑
u,b,k

∫
∂u
[
∂uφ

]
∂b[φ]gbkψ

k√g d2u+ ξ2
∑

u,b,k,i,j

∫
gij∂u

[
∂i ~X

]
· ∂j ~X∂b[φ]gbkψ

k√g d2u.

Mit der alternativen Definition der Christoffelsymbole
∑

b g
zb∂b ~X · ∂a

[
∂k ~X

]
= Γzak

(siehe Beweis Lemma 5.16) folgt:

= ξ2
∑
u,b,k

∫
∂u
[
∂uφ

]
∂b[φ]gbkψ

k√g d2u+ ξ2
∑
u,b,k,i

∫
Γiui∂

u[φ]∂b[φ]gbkψ
k√g d2u.

Mit einer Umsortierung der Indizes (u ↔ i), unter Berücksichtigung der Tatsache,
dass Γiui = Γiiu gilt sowie mit der Definition der kovarianten Ableitung folgt:

= ξ2
∑
u,b,k

∫
∂u
[
∂uφ

]
∂b[φ]gbkψ

k√g d2u+ ξ2
∑
u,b,k,i

∫
Γuui∂

i[φ]∂b[φ]gbkψ
k√g d2u

= ξ2
∑
u,b,k

{∫ (
∂u
[
∂u[φ]

]
+
∑
i

Γuui∂
i[φ]
)
∂b[φ]gbkψ

k√g d2u
}

= ξ2
∑
u,b,k

∫
∇u

[
∂uφ

]
∂b[φ]gbkψ

k√g d2u.
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Nachdem nun beide Terme der Gleichung (5.10) berechnet worden sind, folgt also:∫
ξ2

2
∂t
[(
∇Γ[φ]

)2]√
g d2u

= ξ2
∑
u,b,k

∫
∇u

[
∂b[φ]

]
∂u[φ]ψkgbk

√
g d2u+ ξ2

∑
u,b,k

∫
∇u

[
∂u[φ]

]
∂b[φ]gbkψ

k√g d2u.

(5.11)

Eingesetzt in Gleichung (5.9), folgt also:

δt
[ ∫ {ξ2

2
(∇Γ

[
φ
]
)2 + f(φ)

}√
g d2u

]
= ξ2

∑
u,b,k

∫ {
∇u

[
∂b[φ]

]
∂u[φ] +∇u

[
∂u[φ]

]
∂b[φ]

}
gbkψ

k√g d2u

+

∫ {ξ2

2
(∇Γ

[
φ
]
)2 + f(φ)

}
δt
[√
g
]
d2u.

Unter Verwendung der Produktregel für kovariante Ableitungen (siehe Definition
3.7) und Lemma 5.11 folgt:

=ξ2
∑
u,b,k

∫
∇u

[
∂b[φ]∂u[φ]

]
gbkψ

k√g d2u−
∑
u,k

∫
∂u
[ξ2

2
(∇Γ

[
φ
]
)2 + f(φ)

]
gukψ

k√g d2u,

woraus sich Theorem 5.15 ergibt. 2

Theorem 5.17 Die Tangentialkraft, bedingt durch die Energie F4, ist
∑

k A
k
4∂k ~X,

wobei:

Ak4 = −∂k
[
γ
]
.

Beweis [Theorem 5.17]:
Die Identität

δt
[ ∫

γ
√
g d2u

]
= −

∑
u,k

∫
∂u
[
γ
]
guk
√
gψk d2u

folgt direkt aus Lemma 5.11, so dass die Behauptung, bezogen auf den ersten Term
von F4, bewiesen ist.
Betrachtet man nun den zweiten Term von F4, p∆

∫
Ω
dV , gilt:

δt
[
p∆

∫
Ω

dV
]

= p∆δ
t
[ ∫

Ω

dV
]

= 0,

da bei tangentialer Variation das Volumen konstant bleibt.
Insgesamt folgt also die Behauptung. 2
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Theorem 5.18 Es gilt:

δF

δφ(~u)
=

1

2
κ′(φ)(H −H0(φ))2 − κ(φ)(H −H0(φ))H ′0(φ)

+ κ′G(φ)K − ξ2∆Γ
[
φ
]

+ f ′(φ).

Beweis [Theorem 5.18]:
Es gilt:

δφ
[
F1

]
=

1

2

∫
δφ
[
κ(φ)

]
(H −H0(φ))2 dµ−

∫
κ(φ)(H −H0(φ))δφ

[
H0(φ)

]
dµ

=
1

2

∫
κ′(φ)(H −H0(φ))2ψ dµ−

∫
κ(φ)(H −H0(φ))H ′0(φ)ψ dµ.

Also folgt:

δF1

δφ(~u)
=

1

2
κ′(φ)(H −H0(φ))2 − κ(φ)(H −H0(φ))H ′0(φ).

Weiter gilt:
δφ
[
F2

]
=

∫
δφ
[
κG(φ)

]
K dµ =

∫
κ′G(φ)Kψ dµ,

woraus folgt:
δ
[
F2

]
δφ(~u)

= κ′G(φ)K.

Weiter gilt:

δφ
[
F3

]
=ξ2

∫
(∇Γ

[
φ
]
)(∇Γ

[
ψ
]
) dµ+

∫
f ′(φ)ψ dµ.

Unter Verwendung der partiellen Integration (siehe Definition 3.10) folgt:

=− ξ2

∫
∆Γ
[
φ
]
ψ dµ+

∫
f ′(φ)ψ dµ,

woraus sich
δF3

δφ(~u)
= −ξ2∆Γ

[
φ
]

+ f ′(φ)

ergibt, und somit Theorem 5.18 folgt. 2
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Elastische, dünne Flächen, die Moleküle enthalten, die wiederum die mechanischen
Eigenschaften der Flächen selbst beeinflussen, sind weit verbreitete Strukturen in
biologischen Systemen. Ein bekanntes Beispiel sind biologische Membranen.
Die Komplexität biologischer Membranen in vivo führte in der Vergangenheit zu der
Entwicklung unterschiedlicher theoretischer und experimenteller Membran-Modell-
systeme, in denen Größe, Geometrie und Zusammensetzung mit großer Präzision
modifiziert werden können [22, 99, 38]. Eine starke Synergie zwischen Simulationen
auf unterschiedlichen Größenskalen und Experimenten birgt hierbei ein großes Po-
tential in der aktuellen und zukünftigen Membranforschung [22].
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird am Beispiel von Biomembranen ein kon-
tinuierliches dynamisches Modell deformierender lateral inhomogener Flächen prä-
sentiert. In Übereinstimmung mit neuesten experimentellen Forschungsergebnissen
setzt sich die Modellmembran aus verschiedenen Molekülspezies zusammen, die la-
teral in Phasen separieren und die die mechanischen Eigenschaften der Membran
beeinflussen können. Das präsentierte Modell basiert auf der Minimierung einer Frei-
en Energie und ist durch ein gekoppeltes nichtlineares PDE System vierter Ordnung
gegeben, verwandt mit dem Willmore Fluss und der Cahn-Hilliard Gleichung. Die
Herleitung der verwendeten Helfrich- und Cahn-Hilliard Energie wurde rekapituliert
und im Kontext aktueller Forschungsergebnisse plausibilisiert.
In Zukunft können numerische Simulationen des präsentierten Modells, insbeson-
dere in Synergie mit weiteren experimentellen und theoretischen Modellsystemen,
dazu genutzt werden, die unglaubliche Vielfalt der Formen und Funktionen von
Membranstrukturen in biologischen Zellen zu erklären und zu erforschen, um so
dem Verständnis biologischer Systeme deutlich näher zu kommen.
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Bemerkung 6.1 Im Rahmen dieser Arbeit wurde zum ersten Mal ein mathema-
tisches Modell von Biomembranen entwickelt und präsentiert, welches sich gegen-
über bisherigen Membran Modellen (siehe z.B. [67, 4, 24, 54, 106, 117, 70, 109])
durch die Verknüpfung folgender Punkte auszeichnet:

• Aufgrund der parametrischen Darstellung der Membran erlaubt es numeri-
sche Simulationen mit geringen Rechenzeiten;

• Es existieren keine Einschränkungen bzgl. der Geometrie der Membran (mit
Ausnahme des Erhaltes der Topologie) oder bzgl. der lateralen (diffusen)
Verteilung der beiden Membrankomponenten;

• Kopplungsterme zwischen Deformation und lateralen Inhomogenitäten re-
sultieren direkt aus experimentell bewiesenen, physikalischen Eigenschaften
des Systems (wie z.B. Unterschiede in der Form oder Steifigkeit von Mem-
brankomponenten).

Folgende Arbeitsschritte wären in Zukunft wünschenswert, um das Modell zu ver-
vollständigen, Simulationen des Modells zu ermöglichen und eine Synergie zwischen
dem präsentierten Modell und weiteren Membran-Modellsystemen herzustellen:

• Eine Erweiterung des Modells um Terme, die explizit berücksichtigen, dass es
sich bei einer Biomembran um zwei gekoppelte Monolayer handelt, die sich
sowohl in ihrer Fläche als auch in ihrer Zusammensetzung unterscheiden kön-
nen. Unterschiedliche Ideen für entsprechende mathematische Formulierungen
liefern hierfür [75, 89, 108, 6, 26].

• Der Beweis der Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen des präsentierten
Modells. Teilbeweise finden sich bei [74, 87, 35, 60].
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• Die numerische Implementation des präsentierten Modells, um Simulationen
zu ermöglichen. Als numerisches Verfahren eignet sich die Finite-Elemente-
Methode. Dieses moderne Berechnungsverfahren bietet u.a. den Vorteil, die
Simulation stark gekrümmter Flächen zu erlauben. Da es sich bei dem präsen-
tierten Modell um ein PDE System vierter Ordnung handelt, eignet sich z.B.
der Ansatz der ’gemischten Formulierung’ [16]. Entsprechende Realisierungen
bezüglich des mit dem präsentierten Modell verwandten Willmore-Flows und
der Cahn-Hilliard Gleichung finden sich unter [37, 8, 36, 94].

• Systematische Simulationen des präsentierten Modells, um im Vergleich zu Ex-
perimenten [90, 5, 7, 10, 41, 49] und anderen theoretischen Modellsystemen
[9, 27, 29, 67] qualitatives und quantitatives Verhalten von Biomembranen zu
studieren und das präsentierte Modell zu verifizieren.

• Die Entwicklung von Methoden, um molekulare Parameter aus molekulardy-
namischen Studien auf die Parameter des präsentierten kontinuierlichen Mo-
dells zu übertragen. Auf diesem Wege kann der Einfluss von molekularen Pa-
rametern auf Membranverhalten auf größeren Skalen untersucht werden, und
ein Vergleich mit experimentellen Daten stattfinden. Erste Ansätze hierfür
liefern [62, 66], die die makroskopische Biegesteifigkeit κ aus dem thermischen
Fluktuationsspektrum homogener Membranen in molekulardynamischen Stu-
dien bestimmten.

• Alternativ die Entwicklung von analytischen Methoden, die über ein mikrosko-
pisches Modell von Membranen eine rigorose Herleitung der makroskopischen
Parameter des im Rahmen dieser Arbeit präsentierten Modells erlauben. Erste
Ansätze dieser Art, die auf einer zweidimensionalen Dichtefunktionalbeschrei-
bung homogener Membranen beruhen, lieferte kürzlich [92].
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Anhang A

Notation

Generelle mathematische Notation

a Skalar
~a Vektor mit den kovarianten Komponenten ai, d.h. (~a)i = ai

A Matrix mit den Komponenten aij, d.h. (A)ij = aij

αi Kontravariante Darstellung des Eintrags eines Vektors, einer Matrix,
oder einer Ableitung bezüglich des Index i d.h. αi =

∑
j g

ijαj wobei
(gij)i,j der Inverse metrische Tensor ist und α ∈ {a, aj, ∂,∇}

~aa Multiplikation eines Vektors von links an eine Matrix, d.h.
(~aa)i =

∑
j vjaji

a~a Multiplikation eines Vektors von rechts an eine Matrix, d.h.
(a~a)i =

∑
j aijvj

~a ·~b Standard Vektor-Skalarprodukt, d.h. (~a ·~b) =
∑

i aibi

a · b Standard Matrix-Skalarprodukt oder komponentenweise inneres
Produkt, d.h. a · b =

∑
ij aijbij

ab Standard Matrix-Multiplikation, d.h. (ab)ik =
∑

j aijbjk

a Inverse einer Matrix, d.h. (a−1)ij = (a)ij = aij

Γ Mannigfaltigkeit
~u Lagrange-Koordinaten, d.h. Koordinaten bezüglich des Referenz-

Koordinatensystems
~X Materielle Deformation / Bewegung, d.h. ~X : U → Γ, ~u 7→ ~X(~u, t)

~v Materielle Geschwindigkeit
~n Einheitsnormale
∂i ~X Basisvektor der Tangentialebene, d.h.
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∂i ~X = ∂i
[
~X
]

C1, C2 Hauptkrümmungen
H Mittlere Krümmung, d.h. H = C1 + C2

H0 Spontane Krümmung
K Gaußsche Krümmung, d.h. K = C1C2

Differential und Integraloperatoren

∫
. . . dµ Integral auf einer Mannigfaltigkeit∫
. . . d2u Oberflächenintegral auf der Referenzmenge U∫
. . . dV Volumenintegral

∂t
[
a
]

Zeitableitung
∇k

[
...] Kovariante Ableitung nach k

∇
[
a
]

Gradient, d.h. (∇
[
a
]
)ijk = ∂k

[
aij]

∇ · [a] Divergenz, d.h. (∇ · [a])i =
∑

j ∂j[aij]

∆
[
a
]

Laplace-Operator, d.h. ∆a = ∇ · (∇
[
a
]
) und folglich (∆a)ij =∑

k ∂
2
k

[
aij
]

∇Γ
[
a
]

Erster Oberflächengradient, d.h. ∇Γ
[
a
]

=
∑

i,j g
ij∂j
[
a
]
∂i ~X. Es gilt:

(∇Γ
[
a
]
)ijk =

∑
l Pkl∂l[aij] =: ∂Γ

k [aij].

∇Γ · [a] Oberflächendivergenz, d.h. (∇Γ · a)i =
∑

jk Pjk∂k[aij] =:
∑

j ∂
Γ
j [aij]

∆Γ
[
a
]

Erster Laplace-Operator oder Laplace-Beltrami-Operator, d.h. ∆Γ
[
a
]

=

∇Γ · ∇Γ
[
a
]

= 1√
g

∑
i,j ∂i

[√
ggij∂j[a]

]
, (∆Γ[a])ij =:

∑
k ∂

Γ
k

[
∂Γ
k [aij]

]
∇̂Γ
[
a
]

Zweiter Oberflächengradient, d.h. ∇̂Γ
[
a
]

=
∑

i,j b
ijK∂j

[
a
]
∂i ~X.

∆̂Γ
[
a
]

Zweiter Laplace-Operator, d.h. ∆̂Γ
[
a
]

= ∇Γ · ∇̂Γ
[
a
]

=
1√
g

∑
i,j ∂i

[√
gbijK∂j[a]

]
δα
[
F
]

Frechét-Ableitung oder Variation, d.h. δα
[
F
]

= d
dε

[
F ( ~X + ~ψ)

]∣∣∣
ε=0

, wo-

bei F ein Funktional auf ~X ist. Für α = X gilt ~ψ ∈ C∞(Γ,R3), für
α = ⊥ gilt ~ψ = ψ~n mit ψ ∈ C∞(Γ,R), für α = k gilt ~ψ = ∂k ~Xψ

mit ψ ∈ C∞(Γ,R); ~ψ und ψ sind beliebige Testfunktionen. Es gilt:
δt =

∑
k δ

k.
δF

δ ~X(~u)
Starke Formulierung von δ ~X

[
F
]
ausgewertet an der Stelle ~X(~u)
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